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PRAKATA EDISI KEENAM 

 

alam edisi keenam buku ini, penulis melakukan penyesuaian judul 

buku, dari judul semula “ Cara Mudah Memahami Matematika 

Ekonomi” menjadi “Cara Mudah Memahami Matematika Ekonomi dan 

Bisnis”. Seperti edisi sebelumnya, edisi keenam Cara Mudah Memahami 

Matematika Ekonomi dan Bisnis, dimaksudkan sebagai buku pengantar 

bagi mahasiswa ekonomi dan bisnis dan pemakai lainnya yang sungguh- 

sungguh berminat mempelajari dan mendalami metematika ekonomi dan 

bisnis yang merupakan terapan matematika dalam  ekonomi dan bisnis. 

Sejak pertama kali diterbitkannya, buku ini banyak diminati dan digunakan 

oleh para mahasiswa ekonomi dan bisnis maupun pengajar. Saran- saran 

dan koreksi dari mereka mengenai edisi-edisi sebelumnya dan edisi ini, 

menjadikan buku ini  lebih baik. 

Terdapat beberapa alasan buku ini disusun atau ditulis. Pertama, ikut 

serta menambah jumlah referensi buku matematika ekonomi dan bisnis 

dalam bahasa Indonesia. Kedua, belum banyak buku matematika ekonomi 

dan bisnis dalam bahasa Indonesia yang dilengkapi dan diperkaya dengan 

contoh/contoh soal dan soal-soal latihan sedemikian banyak dan bervariasi. 

Ketiga, membantu dan memudahkan penulis dalam mengantarkan mata 

kuliah ini di Fakultas Ekonomi dan Bisnis Universitas Udayana. Keempat, 

membantu mahasiswa belajar lebih mudah dan efisien serta mandiri. 

Dalam edisi ini, penulis melakukan perubahan yang berarti dengan 

adanya penambahan satu pokok bahasan yaitu fungsi multivariabel dan 

aplikasinya dalam ekonomi dan bisnis (Bab 12). Dengan demikian edisi ini 

terdiri atas 12 bab, seperti tercantum dalam daftar isi. Selain penambahan 

bab, juga dilakukan koreksi atas beberapa kekurangan dan kesalahan yang 

terdapat dalam edisi 5. Sementara itu, cara penyajian materi dalam edisi ini 

tetap dipertahankan seperti dalam edisi sebelumnya. 

Sasaran yang ingin dicapai adalah hasil perkuliahan yang optimal, 

terutama dalam mata kuliah ini. Sementara keunggulan buku ini dari buku 

sejenis lainnya adalah  buku ini disajikan dalam bentuk yang sederhana, 

ringkas, padat isi dan sistematis  serta dilengkapi dengan 224 contoh/ 

contoh soal dan 152 soal-soal latihan yang sebagian besar merupakan 

terapan dalam ekonomi dan bisnis. Oleh karena materi yang terkandung 

dalam buku ini untuk satu semester, maka disarankan kepada kolega 

dosen, agar materi Bab 2 sampai dengan Bab 6 diberikan sebagai bahan 

Ujian Tengah Semester dan sisanya, yaitu materi Bab 7 sampai dengan Bab 

12 sebagai bahan Ujian Akhir Semester. 

Edisi keenam  Cara  Mudah  Memahami  Matematika  Ekonomi  

dan Bisnis ini, sesungguhnya merupakan hasil dari usaha banyak orang. 

Para mahasiswa, rekan sejawat (kolega dosen), pemeriksa, dan penerbit 

semuanya memiliki kontribusi yang cukup besar. 
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eperti edisi sebelumnya, edisi kelima Cara Mudah Memahami 

Matematika Ekonomi ini, dimaksudkan sebagai buku pengantar bagi 

mahasiswa  ekonomi  dan  pemakai  lainnya  yang sungguh-sungguh 

berminat mempelajari dan mendalami metematika ekonomi yaitu penerapan 

matematika murni dalam ekonomi. Sejak pertama kali diterbitkannya, tahun 

1994, buku ini banyak diminati dan digunakan oleh para mahasiswa ekonomi 

maupun pengajar. Saran- saran, koreksi dan ulasan mereka mengenai edisi- 

edisi sebelumnya dan edisi ini, menjadikan buku ini  lebih baik. 

Dalam edisi kelima ini, pokok bahasan dan cara penyajiannya tetap 

dipertahankan. Pokok bahasan terdiri atas 11 bab seperti yang tercantum 

dalam daftar isi. Perubahan nyata, dilakukan pada beberapa bab. Dalam 

Bab 1, terdapat penambahan sub pokok bahasan yaitu transposisi rumus, 

dan fungsi versus persamaan. Dalam Bab 4, terdapat penambahan sub 

pokok bahasan yaitu penentuan pendapatan nasional. Perubahan juga 

dilakukan dalam menyatakan rumusan atau model fungsi permintaan dan 

penawaran di dalam Bab 4, dan bab-bab lainnya yang berkaitan. Selain   

itu hampir di semua bab terjadi penyesuaian atau pemutakhiran soal, dan 

penambahan  variasai soal. 

Seperti telah penulis sampaikan pada edisi sebelumnya,  adapun  

alasan disusunnya buku ini adalah: pertama, ikut serta menambah jumlah 

referensi buku matematika untuk mahasiswa ekonomi dalam bahasa 

Indonesia; kedua, belum banyak buku matematika ekonomi dalam bahasa 

Indonesia yang dilengkapi dan diperkaya dengan contoh/contoh soal dan 

soal-soal latihan serta variasinya yang begitu banyak. ketiga, membantu 

dan memudahkan penulis dalam mengantarkan mata kuliah ini di Fakultas 

Ekonomi dan Bisnis Universitas Udayana, dan yang keempat, membantu 

mahasiswa belajar lebih mudah dan efisien. 

Sasaran yang ingin dicapai sudah barang tentu hasil perkuliahan yang 
optimal, terutama dalam mata kuliah ini. Sementara keunggulan buku ini 

dari buku sejenis lainnya adalah  buku ini disajikan dalam bentuk yang 

sederhana, ringkas, padat isi dan sistematis  serta disajikan dengan 
bahasa  yang mudah dipahami. Selain itu, buku ini juga dilengkapi  dengan 

215 contoh/contoh soal dan 146 soal-soal latihan yang sebagian besar 
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TEORI HIMPUNAN 
DAN 
SISTEM BILANGAN 

 
1.1 Pengantar 

Teori himpunan merupakan teori yang paling dasar bagi cabang ilmu ma- 

tematika. Oleh karena itu, di bagian awal buku ini, teori mengenai himpunan 

kembali dipelajari untuk menyegarkan pengetahuan dan ingatan kita tentang 

himpunan yang telah dipelajari di SMU maupun di SMP dan bahkan di SD. 

Disadari atau tidak, dalam kehidupan sehari-hari, sesungguhnya kita telah 

mengetahui dan banyak menerapkan konsep himpunan. Di masyarakat kita, 

para dokter menghimpun dirinya dalam sebuah wadah yang dinamakan IDI. 

Para sarjana ekonomi menghimpun dirinya dalam wadah yang dinamakan 

ISEI. Para penggemar motor besar menghimpun dirinya dalam wadah yang 

dinamakan IMBI. Para ibu rumah tangga telah mengatur dan meletakkan alat- 

alat dapur dalam satu wadah/tempat tertentu, demikian juga para siswa telah 

mengatur dan meletakkan alat tulis-menulis dalam wadah tertentu. Bahkan 

seorang pedagang ayam yang buta huruf pun telah mengelompokkan ayam 

dagangannya atas ayam betina dan ayam jantan. Itulah beberapa contoh 

mengenai himpunan dan bagaimana konsep himpunan telah kita laksanakan 

tanpa disadari. 

Dalam analisa matematika, teori himpunan sering digunakan, seperti 

himpunan data observasi di lapangan, himpunan penyelesaian dari suatu 

model. Untuk membentuk suatu model ekonomi dan bisnis diperlukan data 

observasi di lapangan. 
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Tujuan bab ini. Untuk menyegarkan kembali ingatan dan pengetahuan 

peserta didik (mahasiswa) tentang teori himpunan dan sistem bilangan. 

1.2 Definisi Himpunan 
Himpunan adalah sekumpulan obyek, yang diberikan batasan serta diru- 

muskan secara tegas dan dapat dibedakan satu dengan yang lainnya. Tiap 

obyek, benda atau simbol yang secara kolektif membentuk suatu himpunan 

disebut elemen/unsur atau anggota dari himpunan tersebut. 

1.3 Penulisan Suatu Himpunan 
Himpunan dituliskan atau dinyatakan dengan notasi { } dan anggota- 

anggotanya ditulis di dalam kurung kurawal tersebut. Nama suatu himpunan 

ditulis dengan huruf kapital. 

Ada dua (2) cara untuk menuliskan suatu himpunan. 

Pertama : Cara tabulasi (Roster Mathod) 

Cara tabulasi adalah suatu cara dengan mencantumkan seluruh obyek yang 

menjadi anggota suatu himpunan. 

Kedua : Cara pencirian (Rule Method ) 

Cara pencirian adalah suatu cara dengan menyebutkan karakteristik tertentu 

dari obyek yang menjadi anggota himpunan tersebut. 

 
 

Contoh 1-1 

(a) A adalah himpunan semua jurusan di FEB Unud 

Himpunan di atas dapat dinyatakan sebagai berikut : 

Pertama : 

A = {EP, Manajemen, Akuntansi} 

Kedua : 

A = {xx jurusan di FEB Unud} 

 
(b) B adalah himpunan warna lampu lalu lintas 

Himpunan B tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut: 

Pertama: 

B = {Merah, Kuning, Hijau} 

Kedua: 

B = { x x Warna lampu lalu lintas} 

 
(c) C adalah himpunan nama hari dengan huruf depan S 

Himpunan C tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut : 

Pertama : 

C = {Senin, Selasa, Sabtu} 

Kedua : 

C = { x x nama hari dengan huruf depan S} 

 
Suatu elemen yang merupakan anggota/elemen dari suatu himpunan 

dinyatakan dengan notasi  (epsilon). Sedangkan untuk menyatakan bukan 

anggota dari suatu himpunan dinyatakan dengan notasi . 
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Contoh 1- 2 

(a) A = { x x komoditi non - migas} 

maka, 

1 Kopi  A 3  Panili  A 

2 Ikan tuna  A 4  Solar  A 

 
(b) B = {a, b, c, d} 

maka , 

1 a  B 3  c  B 

2 b  B 4  f  B 

 
1.4 Jenis Himpunan dan Diagram Venn 

■ Himpunan berhingga dan tak berhingga 

Himpunan berhingga ialah suatu himpunan yang jumlah anggotanya 

dapat dihitung. Sedangkan himpunan yang jumlah anggotanya tidak dapat 

dihitung disebut himpunan tak berhingga. 

 
 

Contoh 1- 3 

Himpunan berhingga, 

B = {x | x Jurusan di FEB Unud} 

B = {EP, Manajemen, Akuntansi} 

 

Himpunan tak berhingga, 

P = {x  x Bilangan Asli} 

P = {1, 2, 3, 4 } 

 
■ Himpunan kosong 

Himpunan kosong adalah himpunan yang tidak memiliki anggota. 

Notasinya  atau { }. 

 

Contoh 1- 4 

A = {x  x Mahasiswa FEB Unud yang berumur 6 tahun} 

B = {y  y Manusia yang berkepala tiga} 
 
■ Himpunan semesta dan himpunan bagian 

Himpunan semesta adalah himpunan yang memuat semua obyek atau 

elemen yang menjadi perhatian kita. 

Notasinya : U atau S 

 
Himpunan bagian 

Himpunan A merupakan himpunan bagian dari B jika dipenuhi dua syarat 

yaitu : 

(1) Setiap anggota himpunan A merupakan anggota himpunan B 

(2) Paling tidak ada sebuah anggota himpunan B yang bukan   merupa-kan 
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anggota himpunan A 

Notasinya : 



Contoh 1- 5 

S = {x  x mahasiswa Unud} 

A = {y  y mahasiswa FEB Unud} 

B = {z  z mahasiswa jurusan akuntansi FEB Unud} 

 
Di sini, himpunan S merupakan himpunan semesta sedangkan himpunan A 

dan himpunan B, merupakan himpunan bagian dari himpunan S. Demikian 

juga himpunan A merupakan himpunan semesta bagi himpunan B. Hubungan 

ketiga himpunan tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut : 

 

A  S B  A 

B  S B  A  S 

 
Contoh 1 - 6 

A = {kendaraan bermotor} 

B = {mobil} 

C = {sepeda motor} 

 
Di sini himpunan B dan himpunan C merupakan himpunan bagian dari him- 

punan A. Hubungan masing-masing antara A dan B dengan C dapat dinya- 

takan sebagai berikut : 

B  A C  A 

 
■ Komplemen suatu himpunan 

Jika S himpunan semesta dan A suatu himpunan yang terkandung 

dalam S, maka yang dimaksud dengan komplemen dari A adalah anggota 

himpunan S yang bukan anggota himpunan A. 

Notasi komplemen A adalah AC atau A‟. 

 

Contoh 1- 7 

(a)  A = {1, 2, 3} 

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 
 

maka, AC = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 

 
(b)  P =  {1, 3, 5} 

S =   {1, 3, 5, 7, 9, 11} 
 

maka, PC = {7, 9, 11} 
 
■ Himpunan yang sama 

Dua himpunan A dan B disebut sama, jika setiap anggota A adalah juga 

anggota B dan sebaliknya setiap anggota B juga merupakan anggota dari A. 

Notasinya A = B 
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Contoh 1- 8 

(a)   A = {1, 2, 3, 4 } dan B = {4, 3, 2, 1} 

maka, A = B 

 
(b) P = {a, b, c} dan Q = {a, b, c, d} 

maka, P  Q 

 
(c)   R = {2, 4, 6} dan P = {I, m, n } 

maka, R  P 

 
■ Himpunan ekivalen (Setara) 

Himpunan A dikatakan ekivalen dengan himpunan B, jika jumlah anggota 

himpunan A sama dengan jumlah anggota himpunan B . 

Notasinya : A  B , jika n(A ) = n(B) 

 

Contoh 1 - 9 

A  =  {a, b, c} 

B = {kol, buncis, terung} 

C  =  {1, 3, 5} 

 
maka 

 
 

Jadi A  B  C 

 

■ Jumlah himpunan bagian suatu himpunan 

Jika himpunan A memiliki anggota sebanyak n atau n(A) = n, maka 

banyaknya himpunan bagian dari A adalah 2n. 

 

Contoh 1 - 10 

Perhatikan himpunan A = {a, b, c}  n = 3, maka himpunan A akan memiliki 

himpunan bagian sebanyak 23 = 8, yang dapat dirinci sebagai berikut : 
 

(1)   A 

(2) {a}  A 

(3) {b}  A 

(4) {c}  A 

(5) {a, b}  A 

(6) {a, c}  A 

(7) {b, c}  A 

(8) {a, b,c}  A 
 
 
 

Contoh 1 - 11 

Himpunan bagian dari himpunan B = {1, 2} dengan n(B) = 2, sebanyak 22 = 

4. Keempatnya dapat dirinci sebagai berikut : 

(1)   B 

(2) {1}  B 

(3) {2}  B 

(4) {1, 2}  B 
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■ Diagram Venn 

Diagram venn adalah diagram yang menunjukkan gambaran suatu him- 

punan atau gambaran himpunan dalam hubungannya dengan himpunan 

yang lain. 

 

1.5 Operasi Himpunan 

■ Operasi gabungan (Union) 

Gabungan dari himpunan A dan himpunan B adalah himpunan yang 

anggota-anggotanya merupakan anggota A atau B. 

Notasinya : A  B = { x  x  A atau x  B} 

 

Contoh 1 - 12 

A  =  {3, 4, 6, 7} 

B  =  {4, 6, 8, 9} 

 

maka A  B = {3, 4, 6, 7, 8, 9} 

 
Diagram Venn-nya, dapat dinyatakan sebagai berikut : 

 

 
Contoh 1 - 13 

C  =   {a, b, c} 

D  =   {1, 2, 3} 

 

maka C  D = {1, 2, 3, a, b, c} 

 
Dengan diagram Venn-nya sebagai berikut : 
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Contoh 1 - 14 

A   =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

B   =  {1, 2, 3} 

 

maka A  B = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

 
Diagram Venn-nya sebagai berikut : 

 
■ Operasi irisan (Interseksi) 

Irisan dari himpunan A dan B adalah himpunan yang anggotanya meru- 

pakan anggota A dan sekaligus juga anggota B. Notasinya A  B = { x |x  A 

dan x  B}. Jika A  B =  , dikatakan A dan B saling lepas. 

 

Contoh 1 - 15 

A  =  {a, b, c} 

B  =  {a, b, d} 

 

maka A  B = {a, b} 

 
Diagram Venn-nya sebagai berikut : 

 

 

Contoh 1 - 16 

P  =  {1, 2, 3} 

Q  =  {1, 2, 3, 4, 5} 

 

maka P  Q = {1, 2, 3} 

 
Diagram Venn-nya sebagai berikut : 
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Contoh 1 - 17 

P  =   {a, b, c} 

Q  =   {k, l, m , n} 

 

maka P  Q = 

= { } 
 

Diagram Venn-nya sebagai berikut : 
 

■ Operasi Selisih 

Selisih antara himpunan A dan himpunan B, adalah suatu himpunan yang 

anggotanya semua anggota A akan tetapi bukan anggota B. 

Notasinya : A  B = {x  x  A dan x  B} 

 

Contoh 1 - 18 

A   =   {5, 6, 7, 8} 

B   =   {1, 3, 5, 7, 9} 

 

maka, A  B = {6, 8} 

 
Diagram Venn-nya, sebagai berikut : 
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Contoh 1 - 19 

P   =   {a, b , t, r, s} 

Q   =   {a, t, r} 

 

maka, P  Q = {b, s} 

 
Diagram Venn-nya sebagai berikut : 

 

 
■ Operasi Tambah 

Jumlah antara himpunan A dan himpunan B adalah himpunan yang 

anggota-anggotanya himpunan A atau anggota himpunan B, tetapi bukan 

anggota irisan himpunan A dan himpunan B. 

 

Notasinya : A + B = {x  x  A atau x  B, dan x  (A   B)} 

=  {x  x  (A  B) dan x  ( A  B )} 

 

Contoh 1- 20 

A   =   {a, b , c, d, e} 

B   =   {d, e, f, g} 

 
maka, A + B = {a, b, c, f, g} 

Diagram Ven-nya sebagai berikut : 
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1.6 Hukum-hukum Operasi Himpunan 

(1) Hukum Komutatif 

(a) A  B = B  A 

(b) A  B = B  A 

 
(2) Hukum Asosiatif 

(a)   (A  B)  C = A  (B  C) 

(b)   (A  B)  C = A  (B  C) 

 
(3) Hukum Distributif 

(a)   A  (B  C) = (A  B)  (A  C) 

(b)   A  (B  C) = (A  B)  (A  C) 

 
(4) Hukum De Morgan 

(a) (A  B)C = AC  BC 

(b) (A  B)C = AC  BC 

 
(5) Hukum Idempoten 

(a) A  A  = A 

(b) A  A  = A 

 
(6) Hukum Kelengkapan 

(a) C =  S (d)  A  AC = S 

(b) SC =  (e)  A  AC = 

(c) (AC )c = A 

 
(7) Sifat -sifat Lain dari Operasi Himpunan. 

(a) sifat reflektif :  A  A 

(b) sifast transitif :   A  B dan B  C      A  C 

(c) sifat anti simetris :  A  B dan B  A      A = B 

(d) sifat penyerapan :  A  ( A  B ) = A 

:  A  ( A  B ) = A 

(e)   A  S 

  A = A dan   A = 

S  A = S dan S  A = A 

 
Untuk dapat lebih memahami tentang himpunan perhatikanlah beberapa 

contoh berikut. 

 
 

Contoh 1- 21 

Hasil penelitian yang dilakukan terhadap 250 KK warga suatu desa, menya- 

takan 60 KK pemilik sawah dan 110 KK penggarap sawah. Sementara itu 

ada pula 100 orang yang bukan pemilik sawah maupun penggarap sawah. 

Tentukanlah banyak KK sebagai pemilik sekaligus penggarap sawah. 
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Penyelesaian 

Misalkan :   S   = warga desa 

A   = himpunan pemilik sawah 

B   = himpunan penggarap sawah 
 

maka,  
n(S) = 250, n(A) = 60, n(B) = 110 dan n(A  B)C = 100 

n(A  B) = . . . ? 

n(A  B) =  n(S) - n(A  B)C 

=  250 - 100 = 150 

 
n(A  B) =  n(A) + n(B) - n(A  B) 

150   =  60 + 110 - n(A  B) 

150 = 170 - n(A  B) 

n(A  B) =  20 
 

Jadi, banyaknya KK sebagai pemilik dan sekaligus penggarap sawah = 20 

 
 

Contoh 1 - 22 

Dalam suatu kelompok studi terdapat 10 mahasiswa suka nyontek, 12 

mahasiswa suka ngerepek dan 5 mahasiswa suka nyontek sekaligus 

ngerepek. Berapa mahasiswa anggota kelompok studi tersebut? 

 
Penyelesaian 

Misalkan :  A =  himpunan mahasiswa suka nyontek 

B =  himpunan mahasiswa suka ngerepek 

 

maka, n(A) = 10, n(B) = 12 dan n(A  B) = 5 

n(A  B)  =  ............ ? 
 

Rumus,  
n( A  B) = n(A) + n(B) - n(A   B) 

=  10 + 12 – 5 = 17 
 

Jadi, jumlah anggota kelompok studi tersebut adalah 17 mahasiswa 

 

1.7 Sistem dan Himpunan Bilangan 

■ Pengelompokkan bilangan 

Pembagian bilangan atau hubungan antara macam-macam bilangan da- 

pat dijelaskan dengan diagram cabang dan diagram Venn berikut : 

 
(a) Diagram Cabang 
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(b) Diagram Venn 
 

 
■ Pengertian bilangan dan himpunan bilangan 

Di bawah ini akan diberikan pengertian beberapa bilangan beserta him- 

punannya. 

 
(1) Bilangan Bulat 

Bilangan bulat adalah hasil bagi antara dua bilangan yang hasilnya bulat 

termasuk nol. Jika himpunan bilangan bulat dilambangkan B, maka : 

B = {    - 5, - 4, - 3, - 2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,   } 

 
(2) Bilangan Asli 

Bilangan asli adalah bilangan - bilangan bulat positif. 
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Jika himpunan bilangan asli dilambangkan A, maka : 

A = {1, 2, 3, 4, 5,   } 

 
(3) Bilangan Cacah 

Bilangan cacah adalah bilangan asli dan nol (0) 

Jika himpunan bilangan cacah dilambangkan C, maka : 

C = {0, 1, 2, 3, 4, 5,   } 

 
(4) Bilangan Prima 

Bilangan prima adalah bilangan asli yang besarnya tidak sama dengan 

1, dan hanya habis dibagi oleh dirinya sendiri dan juga hanya habis 

dibagi oleh 1. 

Jika himpunan bilangan prima dilambangkan dengan P, maka: 

P = {2, 3, 5, 7, 11, 13,   } 

 
(5) Bilangan Rasional 

Bilangan rasional adalah bilangan yang dapat dinyatakan sebagai  
 

dengan a dan b bilangan bulat dan b  0. 

Jika himpunan bilangan rasional dilambangkan dengan Q, maka : 

Q = { x  x = , a dan b bulat dan b  0} 

 

Contoh 1 - 23 

Q  =  {2, 3, 4, 5, 6} 

Q  =  {- 4, - 3, - 2, -1, 0} 

 
(6) Bilangan Irrasional 

Bilangan irrasional adalah bilangan yang tak dapat dituliskan sebagai 
 

dengan a dan b bilangan bulat b  0. 

Jika himpunan bilangan irrasional dilambangkan dengan QC, maka : 

QC = { x  x Real dan x  Q} 

 

Contoh 1 - 24                      

QC  = { 3,  5, 7,   11   } 

QC  = { , 2 ,3} 

QC  = {log 5, log 6, log 7} 

 
(7) Bilangan Komplek 

Bilangan komplek adalah sebuah bilangan yang berbentuk a + bi de- 

ngan a dan b bilangan- bilangan real dan “i” adalah lambang dari suatu 

bilangan yang bersifat bahwa, kuadratnya sama dengan -1, jadi i2 = - 1. 

Jika himpunan bilangan komplek dilambangkan dengan K , maka : 

K = {a + b.i a, b adalah bilangan real dan i =        } 

 
 

Contoh 1 - 25 

K = {5 + 2i, 5 - 2i, 4 + 8i, ....} 
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   Soal-soal Latihan  

 
1 - 1   B = { {x  x < 4, x bilangan asli } 

(a) Ubahlah cara penulisan himpunan B di atas 

(b) Berapa banyaknya himpunan bagian dari B? Sebutkan. 

 
1 - 2   P = {1, 2, 3} , Q = {3, 4, 5, 6} dan R = {6, 7, 8} 

Tentukanlah 

(a)  P  ( Q  R ) (d)  ( P  Q )  ( P  R ) 

(b)  ( P  Q )  ( P  R ) (e)  ( P  Q  R ) 

(c)  P  ( Q  R ) (f )  ( P  Q  R ) 

 
1 - 3 Hasil penelitian terhadap 50 orang ibu rumah tangga, ternyata 30 orang 

memilih sabun cair merek A, 34 orang memilih sabun cair merek B dan 

14 orang memilih sabun cair merek A dan B. 

(a) Berapa orang memilih sabun cair merek A tetapi tidak memilih merek B? 

(b) Berapa orang memilih sabun cair merek B tetapi tidak memilih 

merek A? 

 
1 - 4   Dari  sebuah  agen  koran  tercatat  150  orang  pelanggan.  Seratus 

(100) orang berlangganan koran Jawa Post, 70 orang berlangganan 

Kompas dan 40 orang orang berlangganan koran Jawa Post dan 

Kompas. 

(a) Gambarlah diagram Venn-nya. 

(b) Berapa orang yang tidak berlangganan koran Jawa Post dan 

Kompas? 

 
1 - 5 Unsur-unsur himpunan pada diagram Venn di bawah ini adalah nomor 

urut daftar hadir mahasiswa yang mengikuti kelompok belajar. 

A adalah kelompok belajar akuntansi. 

B adalah kelompok belajar matematika ekonomi. 
 

 

(a) Berapa mahasiswa yang belajar akuntansi? 

(b) Berapa mahasiswa yang belajar matematika ekonomi? 

(c) Berapa mahasiswa yang belajar akuntansi tetapi tidak belajar 

matematika ekonomi? 

(d) Berapa mahasiswa yang belajar akuntansi dan matematika eko- 

nomi? 

(e) Berapa mahasiswa yang belajar matematika ekonomi tetapi tidak 

belajar akuntansi? 
 

14 Matematika Ekonomi 

S 
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.6 .9 

 
 

A B 



1. Teori Himpunan dan Sistem Bilangan 
 

 

 
1 - 6   Tunjukkanlah diagram Venn bagi himpunan- himpunan di bawah ini. 

(a) P - ( Q  R) (d)  ( A  B )C 

(b) (P  Q )  R (e)  AC  BC 

(c) P - Q (f)  AC  BC 

 
1 - 7 Dalam suatu suvei pemakaian sabun cuci (detergen) pada 500 rumah 

tangga, diperoleh data sebagai berikut : 

275 rumah tangga memakai sabun detergen merek A, 

240 rumah tangga memakai sabun detergen merek B, 

325 rumah tangga memakai sabun detergen merek C, 

125 rumah tangga memakai sabun detergen merek A dan merek B, 

190 rumah tangga memakai sabun detergen merek A dan merek C, 

55 rumah tangga memakai sabun detergen merek B dan merek C. 

Berapa rumah tangga memakai ketiga macam sabun cuci tersebut ? 

 
1 - 8   Diketahui : 

A = {1, 2, 3}, B = {2, 5, 7} dan C = {1, 5, 7, 8} 

 
Tentukanlah 

(a) A  B 

(b) (A  B)  C 

(c) B  C 

(d) A  B  C 

(e) (A  B)  C 

(f) ( A  B )  C 

 
1 - 9   Diketahui: 

S  =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 

A  =  {1, 3, 5, 7, 9} 

B  =  {0, 2, 4, 6, 8, 10} 

 
Tentukanlah 
(a) A  B (d) BC 

(b) (A  B)C (e)  AC  BC 

(c) AC (f)  (A  B)C 

 
1- 10 Suatu survei yang dilakukan terhadap 100 orang, menyatakan bahwa: 

terdapat 60 orang yang memiliki pesawat radio, dan 23 orang yang 

memiliki pesawat TV. Selanjutnya ternyata ada 30 orang yang tidak 

memiliki pesawat radio ataupun TV. Ada berapa orangkah yang me- 

miliki pesawat radio dan TV ? 

 
1- 11 Dari 100 orang pengikut ujian ternyata bahwa 40 orang lulus Matema- 

tika Ekonomi, 30 orang Teori Ekonomi dan 25 lulus dalam Matematika 

Ekonomi dan Teori Ekonomi. Berapa banyak pengikut yang gagal da- 

lam kedua mata kuliah tersebut? 
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1. Teori Himpunan dan Sistem Bilangan 
 

 

 
1- 12 Nyatakanlah himpunan daerah yang diarsir pada diagram Venn 

di bawah ini 

(a) (b) 

 
(c) (d) 

 
(e) (f) 

   
 

 
1- 13 Dari delapan puluh (80) mahasiswa diperoleh data sebagai berikut : 

42 orang mahasiswa gemar olah raga, 

33 orang mahasiswa gemar musik, 

35 orang mahasiswa gemar melukis, 

12 orang mahasiswa gemar olah raga dan musik, 

17 orang mahasiswa gemar olah raga dan melukis, 

10 orang mahasiswa gemar musik dan melukis, dan 

7 orang mahasiswa gemar ketiga - tiganya 

 
Pertanyaan 

(a) Berapa mahasiswa yang hanya gemar olah raga? 

(b) Berapa mahasiswa yang gemar olah raga dan melukis tapi tidak 

gemar musik? 

(c) Berapa mahasiswa yang tidak gemar sama sekali dari ke tiga ke- 

giatan tersebut? 

(d) Berapa mahasiswa yang gemar olah raga, tetapi tidak gemar me- 

lukis? 
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2 
 

RELASI 
DAN FUNGSI 

 
2.1 Pengantar 

Kejadian dalam dunia nyata ini, umumnya tidak berdiri sendiri melain- 

-kan berhubungan satu sama lainnya atau ada kaitan antara satu kejadian 

dengan kejadian yang lainnya. Demikian juga khususnya dalam dunia bis- 

nis dan ekonomi, variabel ekonomi yang satu berhubungan dengan variabel 

ekonomi lainnya atau dipengaruhi oleh variabel ekonomi lainnya. Hubungan 

di antara variabel ekonomi ini dapat dinyatakan atau diformulasikan dalam 

model matematika yang disebut “ relasi” atau fungsi. 

Biasanya model-model ekonomi yang berbentuk matematika dinyatakan 

dengan fungsi. Di samping itu, fungsi merupakan dasar untuk mempelajari 

lebih lanjut mengenai konsep kalkulus. Dalam bab ini akan dibahas menge- 

nai relasi dan fungsi, yaitu batasan relasi dan fungsi, notasi dan nilai serta 

grafik suatu fungsi, unsur-unsur dan macam-macam fungsi, fungsi umum 

dan fungsi khusus. 

Tujuan bab ini. Setelah mempelajari bab ini peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan dapat memahami tentang relasi dan fungsi serta mampu mem- 

permulasikan kejadian-kejadian ekonomi dalam bentuk relasi, terutama re- 

lasi khusus yaitu fungsi. 

 

2.2 Relasi 
Relasi atau hubungan dua himpunan A dan B adalah pengaitan (pema- 

sangan) anggota-anggota himpunan A dengan anggota-anggota himpunan B. 

Jika R suatu relasi dari himpunan A ke B, maka dengan memakai notasi 
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Bab 
2 
 



 
 

 
 

2. Relasi dan Fungsi 
 

 

 
himpunan, relasi dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 

 
(2.1) 

 
 

Relasi atau hubungan dua himpunan A da B dapat dinyatakan dengan 

berbagai cara, antara lain: 

 
(a) Dengan diagram anak panah 

Suatu relasi antara himpunan A dan B adalah pemasangan antara ang- 

gota-anggota himpunan A dengan anggota-anggota himpunan B. 

(b) Dengan pasangan berurutan 

Makudnya anggota pertama dari pasangan berurutan itu berasal dari 

himpunan A dan anggota keduanya berasal dari himpunan B. 

(c) Dengan Grafik Cartesius 

Grafik tersebut merupakan grafik relasi dengan menggunakan koordinat 

Cartesius. 

 
 

Contoh 2 - 1 

Kusno suka minum kopi 

Made suka minum arak 

Redi suka minum susu 

Leny suka minum susu dan kopi 

 
Jika Kusno, Made , Redi dan Leny dihimpun menjadi himpunan A, A = {Kusno, 

Made, Redi, Leny} dan kopi, arak, dan susu dihimpun menjadi himpunan B, 

B = {kopi, arak, susu}. 

Dalam hal ini antara himpunan A dan himpunan B terlihat ada suatu relasi 

atau hubungan dengan penghubung “suka minum”. Relasi atau hubungan 

antara himpunan A dan himpunan B, kalau dinyatakan dengan beberapa 

cara di atas adalah sebagai berikut: 

 
(a) Dengan diagram anak panah 

 
 
 

 
Anak panah menyatakan relasi 

suka minum 

 

 
Gambar  2.1 
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R = [ ( x,y ) ; x  A dan y  B ] 

Kusno  

Made  

Redi  

Leny  

 Kopi 

 Arak 

 Susu 
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(b) Dengan himpunan pasangan berurutan, 

(Kusno, kopi) 

(Made, arak) 

(Redi, susu) 

(Leny, kopi) 

(Leny, susu) 

 
Himpunan pasangan berurutan sebagai berikut : 

R = (Kusno, kopi), (Made, arak), (Redi, susu), (Leny, kopi), (Leny, susu) 

 
(c) Dengan Grafik Cartesius 

Himpunan B 

 

Susu  

Arak 

Kopi   


Kusno    Redi     Himpunan   A 

Made Leny 

Gambar 2.2 

 
Koordinat titik-titik pada grafik Cartesius menyatakan pasangan berurutan 

dari relasi A dan B. 

 

■ Perkalian Cartesius 

Perkalian Cartesius adalah merupakan perkalian dua buah himpunan. 

 
Definisi 

Jika A dan B dua himpunan, maka A x B (dibaca “A kali B” atau “A Cross 

B”) adalah sebuah himpunan yang anggota-anggotanya terdiri dari semua 

pasangan berurut (x, y) dengan x  A dan y  B atau 

A x B = {( x,y )| x  A dan y  B} 

 
Contoh 2- 2 

Bila A = {3, 5, 7} dan B = {a, b}, 

maka A x B dan B x A masing - masing dapat ditentukan sebagai berikut : 

 

A x B = {(x, y) | x  A dan y  B} 
= {(3, a), (3, b), (5, a), (5, b), (7, a), (7, b)} 

B x A = {(x, y) | x  B dan y  A) 

= {(a, 3), (a, 5), (a, 7), (b, 3), (b, 5), (b, 7)} 

 

Jika R  A x B, maka R disebut relasi dari himpunan A ke himpunan B. 
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Contoh 2- 3 

Bila P = {1, 2, 3, 5} dan Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

Maka hubungan/relasi “tiga kurangnya dari” himpunan P ke himpunan Q, 

dapat dinyatakan dengan ketiga cara di atas sebagai berikut : 

 
(a) Diagram anak panah 

 
 
 

Anak panah menyatakan “tiga 

kurangnya dari “ 

 
 
 

Gambar 2.3 

 
(b) Himpunan pasangan berurutan 

 
R = {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 7)} 

 
(c) Grafik Cartesius 

 
Himpunan Q 

 

Gambar 2.4 

 
 

Contoh 2 - 4 

Bila A = {2, 4, 6, 8} dan B = {1, 2, 4}, dan jika x  A dan y  B, maka relasi “x 

dua kali y” dengan menggunakan : 

(a) Diagram anak panah, dan 

(b) Pasangan berurutan, 

 
Masing-masing dapat ditunjukkan sebagai berikut: 

(a) Diagram anak panah 
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Anak panah menyatakan 

“dua kali “ 

 
 
 
 
 

 

(b) Himpunan pasangan berurutan 

R = {(2, 1), (4, 2), (8, 4)} 

 

2.3 Fungsi 
Fungsi dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu relasi khusus yang 

mengaitkan atau memasangkan setiap anggota A dengan satu dan hanya 

satu anggota B. 

Fungsi dari himpunan A ke B dapat dinyatakan sebagai berikut : 
 

(2.2 

 

Artinya jika x  A dan y  B dan a dikaitkan dengan b maka f(a) = b dengan: 

1 A disebut daerah asal (domain). 

2 B disebut daerah kawan (kodomain). 

3 b disebut bayangan dari a. 

4 Himpunan semua bayangan dari setiap x  A disebut daerah hasil/ 

daerah jelajah atau range. 

 
Seperti pada relasi, fungsi dapat dinyatakan pula dengan cara: 

(a) Diagram anak panah 

(b) Himpunan pasangan berurutan 

(c) Grafik cartesius 

 
 

Contoh 2 - 5 

Bila A = {1, 2, 3} dan B = {2, 3, 4, 5, 6} 

Jika x  A dan y  B, maka relasi “x setengah kali y” dari himpunan A ke 

himpunan B dengan diagram panah dapat dinyatakan sebagai berikut: 
 

 
Gambar 2.6  
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A B 

1     2 

  3 

2     4 

  5 

3     6 
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Pada diagram anak panah Gambar 2.6, terlihat bahwa setiap anggota A 

dipasangkan dengan tepat satu anggota B. Jadi relasi tersebut merupakan 

fungsi dari himpunan A ke himpunan B. Maka, untuk Contoh 2-5, 

1 {1, 2, 3} = daerah asal (domain ). 
2 {2, 3, 4, 5, 6} = daerah kawan (kodomain). 

3 2  B adalah bayangan dari 1  A. 

4  B adalah bayangan dari 2  A. 

6  B adalah bayangan dari 3  A. 

4 {2, 4, 6} = daerah nilai (range). 

 
Untuk lebih jelasnya antara relasi dan fungsi, perhatikan beberapa relasi 

yang ditunjukkan oleh diagram anak panah di bawah ini. 

 
(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 

(c) 

 
 

Suatu fungsi 

 
(b) 

 
 
 
 
 
 
 
 

(d)  

 
 

Suatu fungsi 

   

Suatu relasi/bukan fungsi 

Gambar 2.7 

Suatu relasi/bukan fungsi 

 

 
Gambar 2.7a dan 2.7b menunjukkan suatu fungsi, karena setiap anggota A 

dipasangkan hanya satu kali dengan satu anggota B. 

Gambar 2.7c menunjukkan suatu relasi karena ada anggota R yaitu r, tidak 

memiliki pasangan dengan anggota S. 

Gambar 2.7d menunjukkan suatu relasi karena ada anggota A yaitu s 

memiliki lebih dari satu pasangan anggota-anggota B (s anggota A dikaitkan 

dengan 1 dan 3 anggota B). 

 
Jadi, suatu fungsi jelas merupakan suatu relasi dan suatu relasi belum tentu 

suatu fungsi. 

 
 

22 Matematika Ekonomi 

 
 

 
 



 
 

 
 

2. Relasi dan Fungsi 
 

f(x) = 2x + 5 

 
f(x) = y = 2x + 5 

 

 
■ Notasi Suatu Fungsi 

Fungsi himpunan A ke himpunan B dapat dinyatakan sebagai berikut: 

f : A  B 

Apabila fungsi tersebut mengaitkan x  A dengan y  B, maka ditulis: 

 

atau (2.3) 

 
 
 

Misalkan fungsi tersebut mengaitkan x dengan 2x + 5, x  A dan (2x + 5) = 

y  B, maka ditulis: 

 

atau 

 
 
 

Jadi, fungsi dapat ditulis dengan berbagai cara, misal fungsi f yang wilayah 

(domain) dan rangenya adalah himpunan bagian dari bilangan riil dan 

kaedahnya ditentukan oleh persamaan y = x3+ 5, dapat ditulis dengan salah 

satu cara-cara berikut: 
1   y = x3 + 5 

2   f(x) = x 3 + 5 

3 f : (x, y) ialah fungsi pasangan berurut (x, x3 + 5) 

4 f : x  y ialah fungsi yang harganya diberikan oleh f(x) = x3 + 5 

5   (x,y) ; y = x3 + 5 

 
Dari kelima cara penulisan fungsi, yang lazim dipakai karena lebih singkat 

adalah cara (1) dan cara (2). Untuk fungsi f yang dinyatakan sebagai [(x,y)], x 

dan y disebut perubah/variabel. Himpunan nilai x tersebut berperan sebagai 

domain. Nilai perubah y yang merupakan bayangan dari nilai x, berperan 

sebagai range. Sementara x disebut variabel bebas (independent variable), 

dan y disebut variabel terikat (dependent variable). Ini berarti nilai fungsi 

[(x,y)] atau y = f(x) ditentukan oleh nilai x. 

 
■ Nilai Suatu Fungsi 

Bila suatu nilai x tertentu disubstitusikan ke dalam rumusan suatu fungsi 

y = f(x) maka diperoleh nilai fungsi tersebut (nilai y) pada nilai x tersebut. 

Bagi suatu fungsi yang mengandung dua variabel/perubah, bila nilai varia- 

bel/perubah bebasnya tertentu, maka nilai variabel/perubah terikatnya dapat 

ditentukan pula. Nilai variabel/perubah bebas boleh ditentukan sembarang 

yang akan menentukan nilai variabel/perubah terikatnya. Di bawah ini dibe- 

rikan beberapa contoh, menghitung nilai suatu fungsi pada nilai x (variabel 

bebas) tertentu. 
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Contoh 2- 6 

Diketahui : f(x) =  2x + 1 

Dihitung : f(0) =  . . . . ? 

f(1) =  . . . . ? 

f(½) =  . . . . ? 

 
Penyelesaian 

Pada x = 0   f(0) = 2(0) + 1 = 1 
Pada x = 1   f(1) = 2(1) + 1 = 3 
Pada x = ½   f(½)= 2 (½ ) +1 = 2 

 
 

Contoh 2 - 7 

Diketahui :  y    =  f(x) = x3 + 2x - 4 

Dihitung : f(2) =  . . . ? 

f(-1)   =  . . . ? 

f(3) =  . . . ? 

f(0) =  . . . ? 

f(a) =  . . . ? 

 
Penyelesaian 

f(2)    =  23 + 2(2) - 4 

=  8 

f(-1)  =  (-1)3 + 2(-1) - 4 

=  - 7 

f(3)    =  33 + 2(3) - 4 

=  29 

f(0)    =  03 + 2(0) - 4 

=  - 4 

f(a)    =  a3 + 2(a) – 4 = a3 + 2a – 4 

 

Contoh 2 - 8 

Diketahui : y = 5x2 + 4x + 15 

Hitunglah nilai fungsi pada x = 3, dan 0. 

 
Penyelesaian 

Menghitung nilai fungsi, artinya mencari nilai y, yaitu dengan memasukkan 

nilia x = 3 dan x = 0 masing-masing ke dalam persamaan fungsi itu. 
x = 3   y =   5x2 + 4x + 15 

=   5(3)2 + 4(3) + 15 

=  72 
 

x = 0  y = 5x2 + 4x + 15 
  = 

= 
5(0)2 + 4(0) + 15 

15 
 

Jadi, nilai fungsi tersebut pada x = 3 adalah 72, dan pada x= 0 adalah 15. 
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Contoh 2 - 9 

Diketahui : z = x2 + 4xy + 15y + 150 

Hitunglah nilai fungsi pada x = 3 dan y = 2. 

 
Penyelesaian 

Nilai fungsi z tersebut dapat dicari dengan memasukkan nilai x = 3 dan y = 2 

ke dalam fungsi itu, sebagai berikut : 

z =   32 + 4(3)(2) + 15(2) + 150 

=   9 + 24 + 30 + 150 

=   213 

 
■ Grafik Suatu Fungsi 

Kurva (grafik) suatu fungsi umumnya dapat dibuat melalui dua cara, yaitu: 

(1) Menentukan dan menghubungkan titik-titik yang dilalui kurva. Titik - titik 

yang dilalui oleh kurva merupakan himpunan pasangan berurutan antara 

variabel bebas dan variabel terikat /nilai fungsinya. 

(2) Menentukan dan menghubungkan titik-titik penting kurva. Titik-titik pen- 

ting kurva yang dimaksud adalah titik potong kurva dengan sumbu tegak, 

titik potong kurva dengan sumbu datar, sumbu simetri (kalau ada), titik 

ekstrem kurva (kalau ada), titik belok (kalau ada), dan garis asimtot (ka- 

lau ada). 

 
Dalam menggambar grafik suatu fungsi umumnya variabel terikat dile- 

takkan pada sumbu vertikal (tegak) dan variabel bebas diletakkan pada sum- 

bu horizontal (datar). Di dalam buku ini, terutama dalam penerapan fungsi 

dalam ekonomi secara konsisten variabel terikat diletakkan pada sumbu ver- 

tikal dan varibel bebas diletakkan pd sumbu horizontal. Untuk mendapatkan 

gambar grafik yang lebih sempurna, disarankan cara dua dilengkapi dengan 

cara satu. 

 
 

Contoh 2 - 10 

Diketahui : A = Bilangan riil dan B = Bilangan riil 

Tentukanlah : Grafik f: A  B dengan x  A dan 2x - 3 = y  B. 

 
Penyelesaian 

Fungsi tersebut dapat ditulis, 

f(x) = 2x - 3 atau y = f(x) = 2x - 3 

 
Grafik fungsi tersebut dapat dibuat dengan dua cara sebagai berikut: 

(a) Cara pertama, yaitu menentukan dan menghubungkan titik-titik yang di- 

lalui kurva. 

 
Tabel pasangan nilai x dan f(x) 

x ... -1 0 1 2 3 ... 
f(x) 

{x, f(x)} 
... 

... 
-5 

(-1,- 5) 
-3 

(0,-3) 
-1 

(1,-1) 
1 

(2,1) 
3 

(3,3) 
... 

... 
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f(x) 

f(x) = 2x - 3 
 
 
 
 

          

0   1     2    3       x 

        (1½, 0) 

 



 

 (0,-3) 

f(x) 

f(x) = 2x - 3 

          

0   1 2   3 x 

 (1½, 0) 

 



 

 (0,-3) 

 

 

 
Gambar 2.8 

 
(b) Cara kedua, yaitu menentukan dan menghubungkan titik-titik penting. 

Oleh karena fungsinya linear, maka titik penting yang dimaksudkan ada- 

lah titik potong fungsi dengan sumbu tegak dan titik potong fungsi de- 

ngan sumbu datar. 

 
Titik potong fungsi dengan sumbu tegak/sumbu f(x), bila x = 0, 

diperoleh: 

f(x) = 2x - 3 

f(x) = 2(0) - 3 

f(x)  =  - 3 

 
Jadi, titik potongnya dengan sumbu tegak adalah {x, f(x)} = ( 0, - 3) 

 
Titik potong fungsi dengan sumbu datar/sumbu x, bila f(x) = 0, 

diperoleh: 

f(x) =  2x - 3 

0 =  2x - 3 

2x   =  3  x =1½ 

 
Jadi, titik potongnya dengan sumbu datar adalah {x, f( x )} = (1½ ,0) 

Gambar Grafik 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Gambar 2.9 
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Contoh 2 - 11 

Diketahui : A = {Bilangan riil} dan B = {Bilangan riil} 

Tentukanlah : Grafik f: A  B dimana x  A dan 3 + x2  B 

Penyelesaian 

(a) Cara pertama, yaitu menentukan dan menghubungkan titik-titik yang di- 

lalui kurva. 

Fungsi tersebut dapat ditulis f(x) = 3 + x2, 

 
Tabel pasangan nilai x dan f(x) 

x - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 
f(x) 

x, f(x) 
12 

(-3, 12) 
7 

(-2, 7) 
4 

( -1, 4) 
3 

(0, 3) 
4 

(1, 4) 
7 

(2, 7) 
12 

(3, 12) 

 

Gambar Grafik 

 

Gambar 2.10 

 
(b) Cara kedua, yaitu dengan menentukan dan menghubungkan titik - titik 

penting kurva. Perihal bagaimana membuat grafik suatu fungsi kuadrat, 

secara rinci dapat dibaca pada Bab 5. 

(1) Titik potong kurva dengan sumbu f(x), yaitu padax, f(x) = (0, 3) 

(2) Titik potong kurva dengan sumbu x, bila f(x) = 0. Oleh karena D < 0, 

maka kurva fungsi tidak memotong sumbu x. 

(3) Sumbu simetris, x = 0 

(4) Titik puncak kurva, P x, f( x ) = P(0, 3) 

(5) Titik lainnya yang dilalui kurva antara lain yaitu (3, 12), (-3, 12), (- 2, 7), 

dan (2, 7) 

 
Gambar Grafiknya 
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Gambar 2.11 

 
■ Unsur-unsur Suatu Fungsi 

Unsur suatu fungsi adalah perubah/variabel, parameter/koefisien dan 

konstanta. 

Variabel/perubah: ialah suatu besaran yang nilainya dapat berubah- ubah 

atau suatu besaran yang nilainya bervariasi. 

Berdasarkan sifatnya di dalam suatu fungsi terdapat dua macam variabel 

yaitu variabel bebas (independent variable) dan variabel terikat (dependent 

variable). 

Variabel bebas adalah variabel yang nilainya tidak bergantung dari nilai 

variabel lainnya atau variabel yang nilainya boleh ditentukan sembarang. 

Sedangkan variabel terikat adalah variabel yang nilainya tergantung pada 

nilai variabel bebasnya. 

 
Koefisien, adalah bilangan (berupa konstanta tertentu yang nilainya telah 

ditetapkan) yang terkait langsung pada suatu variabel dalam sebuah fungsi, 

dan umumnya terletak di depan suatu variabel. 

Parameter, adalah suatu konstanta tertentu yang nilainya belum ditetapkan, 

yang terkait langsung pada suatu variabel dalam sebuah fungsi. Parameter 

ini umumnya dilambangkan dengan huruf awal abjad Yunani atau Arab, 

misalnya:  ,  dan  atau a, b dan c. 

Konstanta, adalah bilangan yang (jika ada) turut membentuk sebuah fungsi 

dan tidak terkait langsung dengan suatu variabel atau bilangan yang berdiri 

sendiri dalam suatu fungsi. 

 
 

Contoh 2-12 

 
1   y = f(x) = 5x + 10 

y merupakan variabel terikat. 

x merupakan variabel bebas. 

angka 5 adalah koefisien dari x , angka 10 disebut konstanta. 

 
2   y = f(x) = a + bx 

x merupakan variabel bebas. 
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y merupakan variabel terikat. 

kontanta b adalah paramter dari x , a adalah sauatu konstanta. 

 
3   z = f(x, y) = 2x + 5y + 10 

x dan y merupakan variabel bebas, z merupakan variabel terikat. Angka 

2 adalah koefisien dari x dan angka 5 adalah koefisien dari y. Angka 10 

disebut konstanta. 

 

4  z = f(x1, x2, x3) = a - bx1 + cx2 + dx3 
z merupakan variabel terikat. 

x1, x2, dan x3 merupakan variabel bebas. 
a merupakan konstanta. Minus b di depan x1 adalah parameter dari x1, 

dan c di depan x2 adalah parameter dari x2, dan d adalah parameter dari 
x3. 

5   C = f(P, Y) = a - bP + cY 

C (konsumsi) merupakan variabel terikat, P (harga), merupakan variabel 

bebas, Y (pendapatan) merupakan variabel bebas. 

a merupakan konstanta. Minus b di depan P adalah parameter dari P, 

dan c di depan Y adalah parameter dari Y. 

 

2.4 Fungsi Umum dan Fungsi Khusus 
Fungsi umum. Fungsi umum adalah suatu fungsi yang hanya dinya- 

takan dalam variabel bebas dan variabel terikat saja, tanpa memberikan 

penjelasan bagaimana hubungan atau pengaruh variabel bebas terhadap 

variabel terikatnya. 

 
 

Contoh 2 - 13 

Teori ekonomi, menyatakan bahwa konsumsi seseorang (C) tergantung 

dari (atau dipengaruhi oleh) tingkat penghasilannya (Y). Hubungan ekonomi 

antara dua variabel tersebut dapat dinyatakan dengan fungsi umum, C = 

f(Y). 

Persamaan C = f(Y) ini mencatat hubungan antara konsumsi dan tin- 

gkat penghasilan (pendapatan), akan tetapi tidak memberikan penjelasan 

bagaimana penghasilan seseorang tersebut mempengaruhi konsumsinya. 

Berpengaruh positip atau negatif? Berapa besar pengaruhnya? 

 
Fungsi khusus. Fungsi khusus adalah suatu fungsi yang dapat menje- 

laskan tentang hubungan atau pengaruh variabel bebas terhadap variabel 

terikatnya 

 
 

Contoh 2 - 14 

Hubungan ekonomi antara pendapatan seseorang dengan konsumsinya 

yang dinyatakan dalam bentuk umum C = f(Y), dapat pula dinyatakan 

dengan fungsi khusus, misalnya sebagai berikut : 
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C = 200 + 0,3Y 

Persamaan ini, dengan jelas menyatakan bahwa hubungan atau penga- 

ruh pendapatan (Y) terhadap konsumsinya (C) adalah positif. Hal ini dinya- 

takan oleh angka koefisien variabel bebas Y, adalah positif (+). Berapa besar 

pengaruhnya . Hal ini dapat dilihat dari nilai angka koefisien dari Y yaitu (po- 

sitif) 0,3. Angka koefisien sebesar 0,3 itu memiliki arti bahwa setiap kenaikan 

pendapatan (Y) sebesar satu unit, mengakibatkan konsumsi (C) naik (me- 

ningkat) sebesar 0,3 unit. Jadi, fungsi umum, tidak menjelaskan bagaima- 

na dan berapa besar pengaruh variabel bebas terhadap variabel terikatnya. 

Sebaliknya fungsi khusus dapat menjelaskan bagaimana dan berapa besar 

pengaruh variabel bebas terhadap variabel terikatnya. 

 

2.5 Tipe-tipe Fungsi 

1 Dilihat dari operasinya, maka ada dua type fungsi, yaitu: 

(1) Fungsi aljabar, dan (2) Fungsi transenden/non aljabar. 

 
Dengan pembagian selengkapnya sebagai berikut: 

 

Diagram 2.1 

 
2 Dilihat dari hubungan antara variabel-variabel yang terdapat dalam suatu 

fungsi, maka fungsi dapat dibedakan atas 2 (dua), yaitu: (1) fungsi eks- 

plisit, dan (2) fungsi implisit 

 
Fungai eksplisit, ialah suatu fungsi yang variabel bebas dan variabel 

terikatnya dengan jelas dapat dibedakan, atau bila letak variabel bebas 

dan variabel terikatnya berbeda ruas dalam persamaan. 
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Contoh 2 – 15 
y = f(x) = 2x + 5 

y = x2 + 5x + 100 

 
 

z = f(x, y) = 2x + 3y + 5 

z = f(x, y) = 3x2 + y 

Fungsi implisit, ialah suatu fungsi yang variabel bebas dan variabel 

terikatnya sukar dibedakan, atau bila letak variabel bebas dan variabel 

terikatnya dalam satu ruas dalam persamaan. 

 
 

Contoh 2-16 

f(x, y) = 0 atau f(x, y) = k f(x, y, z) = 0 atau f(x, y, z) = k 

2x + 3y - 2 = 0  2x + 5y - 3z + 5 = 0 
2x + 3y = 2 2x + 5y - 3z = 5 

2x + 5y + 5 = 0 x2 + 3y + 3y2 + 8 = 0 

2x + 5y = 5 x2 + 3y + 3y2 = 8 

 
3 Dilihat dari jumlah variabel bebas yang terdapat dalam suatu fungsi, 

maka fungsi dibedakan atas dua, yaitu : (1) fungsi univariabel (univariat) 

dan (2) fungsi multivariabel (multivariat). 

 

Fungsi univariabel yaitu suatu fungsi dengan satu variabel bebas. 

 
 

Contoh 2–17 

y = f(x) Q = f(L) 
y = 2x + 2 Q = 3L2 + L + 10 
y = x2 + 6x + 4 Q = 5L + 5 
y = 2x Q = 3L 

 
Fungsi multivariabel/multivariat, yaitu suatu fungsi yang memiliki lebih 

dari satu variabel bebas. 

 
 

Contoh 2-18 

z =   f(x, y) Q =  f(K, L) 
z =   2x + 3y + 5 Q =  2K + 3 KL + 10L + 5 
z =   2x2 + 5y + 3 Q =  K2 + KL + L2 
z =   3x2 + xy + y2 Q =  2K2 + 3KL 

 

2.6 Transposisi Rumus 
Dalam aplikasi matematika di bidang ekonomi dan bisnis, untuk tujuan 

atau memenuhi suatu syarat tertentu, kadang kala diperlukan perubahan 

bentuk rumus, misalnya dari bentuk y = f(x) ke dalam bentuk x = f(y). Menu- 

rut Jacques (2006), perubahan bentuk rumus sedemikian itu disebut trans- 

posisi rumus (trasposition of formulae). Misalnya yang disyaratkan adalah 

fungsi total revenu dalam bentuk R = f(Q). Sementara, diketahui fungsi per- 

mintaannya dalam bentuk Q = f(P). Agar diperoleh fungsi R = f(Q), maka 
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3 

y 10 3 

y 

5 

 

 
fungsi permintaan Q = f(P) harus dimanipulasi/ditransposisi terlebih dahulu 

ke dalam bentuk P = f(Q). Lihat Contoh 6-5 pada Bab 6 dan Contoh 9-9 pada 

Bab 9. 

 
 

Contoh 2- 19 

Nyatakan fungsi y = f(x) berikut ini ke dalam bentuk x = g(y). 

(a)   y = f(x) = 3x + 10 (c) y = f(x) = x2 - 10 

(b)   y = f(x) = 5x2 (d) y = f(x) = x2 + 20x + 100 
 

Penyelesaian 
(a) y = 3x + 10 

y – 10 = 3x 

 
(c) y = x2 - 10 

y + 10 = x2 

x =  1 (y – 10) x = 

 

maka, x = g(y) maka, x = g(y) 

x =  1 (y – 10) x = =(y + 10)1/2 

(b) y = 5x2 

x2 = 
5 

x = 

 
maka, x = g(y) 

x = 
y 

(d) y = x2 + 20x + 100 

y = (x + 10)2 

y  = (x + 10) 

y - 10 = x 

 
maka, x = g(y) 

x = y  - 10 = y
1/ 2 

- 10. 

 

 

2.7 Fungsi Versus Persamaan 
Dalam bagian ini perlu dijelaskan perbedaan istilah fungsi dan istilah 

persamaan (kesamaan). 

 
Fungsi. Secara singkat yang dimaksudkan dengan fungsi adalah relasi khu- 

sus; Suatu relasi yang untuk setiap nilai variabel bebas (nilai tunggal) hanya 

dapat memberikan satu nilai (nilai tunggal) variabel terikat. 

 
Persamaan. Persamaan (equation) menyatakan kesamaan dua ekspresi 

(ungkapan) aljabar (Budnick, 1993). Ekspresi aljabar dapat dinyakan dalam 

bentuk satu variabel, dua variabel atau lebih. Menurutnya, bahwa persama- 

an (kesamaan) ada tiga jenis yaitu : (1) Identitas, (2) Persamaan bersyarat 

dan (3) Pernyataan palsu. 

 
(1) Identitas (identity); 

Sebuah indentitas adalah persamaan yang benar (nilai ruas kanan sama 

dengan nilai ruas kiri) untuk semua nilai variabel. 

 
 
 

32 Matematika Ekonomi 

y 10 

 y 

5 



 
 

 
 

2. Relasi dan Fungsi 
 

 

 
Contoh 2- 20 

3(x + y) = 3x + 3y 

 
Misalnya, untuk x = 2, dan y = 1, jika kedua nilai ini disubstitusikan ke 

dalam persamaan itu, maka nilai ruas kanan sama dengan nilai ruas kiri. 

 
3(2 + 1) = 3(2) + 3(1) 

3(3) = 6 + 3 

9  =  9 

 
Misalnya, untuk x = 0 dan y = 5, maka nilai kedua ruas (kanan dan kiri) 

sama, didapat sebagai berikut: 

 
3(0 + 5) = 3 (0) + 3(5) 

15 = 15 

 
 

Contoh 2 –21 

5x + 2 = 
10x  4 

2 

Misalnya, untuk x = 2, didapat nilai kedua ruas adalah sama yaitu 12. 

 
(2) Persamaan bersyarat (a conditional equation) 

Persamaan ini berlaku hanya untuk nilai tertentu. 

 
Contoh 2-22 

x + 5 = 9 

Persamaan ini hanya benar untuk x = 4. 

 
(3) Pernyataan palsu (a false statement atau contradiction). 

Suatu persamaan yang tidak pernah benar (nilai ke dua ruas) tidak akan 

pernah sama. 

 
 

Contoh 2-23 

x = x + 3 

 
Dalam kaitan penerapan matematika dalam ekonomi, menurut Chiang 

dan Wainwright (2005), persamaan dibagi atas tiga jenis juga yaitu : (1) 

Persamaan definisi, (2) Persamaan perilaku, dan (3) Persamaan bersyarat. 

 
(1) Persamaan definisi (Defisional equation) 

Persamaan ini membentuk indentitas antara dua pernyataan yang mem- 

punyai arti sama persis. 

 
 
 

Nata Wirawan 33 



 
 

 
 

2. Relasi dan Fungsi 
 

 

 
Contoh 2-24 
a) Total laba adalah selisih antara total pendapatan dan total biaya 

 = R – C 

b) Dari sisi permintaan, pendapatan nasional adalah penjumlahan antara 

konsumsi dan tabungan nasional. 

Y = C + S 

 
(2) Persamaan perilaku (behavioral equation) 

Persamaan ini menunjukkan perilaku suatu variabel dalam merespon 

perubahan variabel lainnya. 

 
Contoh 2-25 

a) C = 50 + 5Q2 

b)  C = 100 + Q2 

Kedua fungsi biaya ini memiliki persamaan yang berbeda, maka asumsi 

dari masing-masing kondisi produksi juga berbeda. 

 
(3) Persamaan bersyarat (Conditional equation) 

Persamaan ini menyatakan suatu persyaratan yang harus dipenuhi. 

 
Contoh 2- 26 

a) Qd = Qs (syarat keseimbangan pasar barang) 

b) S = I (syarat keseimbangan pendapatan nasional) 
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   Soal-soal Latihan  

 
2 - 1   Buatlah grafik fungsi : 

a f : x  x2 + 6x + 4 atau f(x) = x2 + 6x + 4 

b f : x  2x + 1 atau f(x) = 2x + 1 

c     f : x  3x atau f(x) = 3x 

 
2 - 2 Manakah fungsi dari relasi yang ditunjukkan oleh diagram di bawah 

ini? 

(a) (b) 

   

(c) (d) 

   

(e) (f) 

   
Gambar 2.12 

 
2 - 3   Fungsi-fungsi  berikut  ini  adalah  fungsi  y  dalam  x  yaitu  y  =  f(x). 

Nyatakanlah fungsi-fungsi berikut ke dalam bentuk x = f(y). 

(a) y = f(x) = 2x. 
(b)  y = f(x) = - 5x + 2. 

(c)  y = f(x) = x2 + 9 

(d)  y = f(x) = 4 x2 

(e)  y = f(x) = x2 – 10x + 25 

(f)  y = f(x) = x2 + 18x + 81 

(g)  y = f(x) = 4x2 + 20x + 25 

 
2 - 4 Nyatakanlah model matematikanya dalam bentuk fungsi umum untuk 

hubungan ekonomi di bawah ini. 
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(a) Kuantitas barang yang diminta oleh konsumen (q) tergantung dari 

tingkat harganya (p). 

(b) Investasi (I) tergantung dari tingkat suku bunga pinjaman (i). 

(c) Total penjualan suatu perusahaan (R) tergantung dari jumlah 

barang yang terjual (q). 

(d) Kuantitas barang yang ditawarkan oleh produsen (q) tergantung 

dari harga pasar (p). 

(e) Kuantitas produksi (Q) tergantung dari jumlah modal (k), jumlah 

tenaga kerja (l), dan teknologi (t). 

(f) Jumlah barang yang diminta oleh konsumen (q) tergantung dari 

harganya (p), selera konsumen (t), pendapatan konsumen (y), 

harga barang substitusi (r), dan jumlah kosumen potensial (k). 

 
2 - 5 Berikanlah satu contoh fungsi khusus, untuk masing-masing fungsi 

umum pada Soal 2–4. 

 
2 - 6 Dari sejumlah hubungan ekonomi di bawah ini, periksalah mana va- 

riabel terikat dan variabel bebasnya? Setelah itu, nyatakan hubungan 

antar variabel dalam bentuk fungsi umum. 

(a) PBB (Pajak Bumi dan Bangunan) yang dipungut oleh pemerintah 

tergantung dari nilai jual obyek pajak (NJOP). 

(b) Omzet penjualan sebuah perusahaan (s) tergantung dari harga 

satuan produk (p), insentif (i), pengalaman tenaga pemasaran (e), 

biaya iklan yang dikeluarkan oleh perusahaan (a). 

(c) Harga jual kendaraan bermotor (h) tergantung dari usia ken- 

daraan (u), keadaan fisiknya (f) dan jenis kendaraan (m). 

(d) Impor suatu negara (m) dipengaruhi oleh pendapatan nasionalnya 

(Y). 

(e) Pertumbuhan ekonomi (g) mempengaruhi jumlah pengangguran (u). 

(f) Jumlah uang beredar (Ms) mempengaruhi inflasi (If). 
(g) Pendapatan (y) mempengaruhi pengeluaran konsumsi (C). 

(h) Sumberdaya (R) dan teknologi (T) mempengaruhi partumbuhan 

ekonomi (Gr). 

(i) Jumlah barang yang ditawarkan oleh produsen/penjual (q) dipe- 

ngaruhi oleh harga pasar (p), teknik produksi (t), pajak (tx) dan 

tingkat suku bunga (r). 

(j) Ekspor (E) dan investasi asing (I) mempengaruhi pendapatan 

nasional suatu Negara (Y). 

 
2 - 7 Carilah nilai fungsi-fungsi berikut, bila nilai variabel bebasnya diberi- 

kan oleh: 

Fungsi Variabel bebas 

(a) Q = f(K, L) = 2K + 5L – L2 K = 5, dan L = 1 

(b) C = f(Y) = 200 + 0,6Y Y = 100 
(c) Q = f(P) = - 3P2 + 10 P = 4 
(d) Q = f(P1, P2) = - 20 + 5P2 – P1 P2 = 6, dan P1 = 2 
(e) I = f(i) = - 3i + 20 i = 5 
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3 
FUNGSI LINEAR 
DAN 
PERSAMAAN GARIS LURUS 

 
3.1 Pengantar 

Fungsi linear adalah bentuk fungsi yang paling sederhana. Banyak hu- 

bungan antara variabel ekonomi, dalam jangka pendek dianggap linear.  

Pengetahuan tentang fungsi linear sangat diperlukan untuk dapat memaha- 

mi fungsi-fungsi yang lebih komplek dan konsep kalkulus. 

Di dalam bab ini akan dibahas mengenai fungsi linear dan persamaan 

garis lurus yang mencakup pengertian fungsi linear, grafik fungsi linear, gra- 

dien dan persamaan garis lurus serta hubungan dua garis lurus. 

Tujuan bab ini. Setelah mempelajari bab ini peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan dapat memahami dengan jelas mengenai fungsi linear dan per- 

samaan garis lurus. 

 

3.2 Definisi Fungsi Linear 
Fungsi linear adalah fungsi f pada domain R yang ditentukan oleh f(x) = 

mx + n dengan m, n bilangan riil (R) dan m  0. Dengan kata lain, fungsi linear 

adalah suatu fungsi yang pangkat tertinggi dari variabel bebasnya adalah 

satu. Fungsi linear memiliki persamaan y = mx + n dan grafiknya merupakan 

garis lurus. Secara umum, fungsi linear dapat dinyatakan berikut: 
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y 
 (0 

mx+n 

 


(-n/m, 0) 0 

, n ) 

= 

 
 
 

(3.1) 
 

m = gradien/slope garis, n = suatu konstanta 

 

3.3 Grafik Fungsi Linear 
Untuk menggambarkan grafik fungsi linear cukup dengan menentukan 

dua titik yang terletak pada persamaan garis lurus tersebut. 

 
 

Contoh 3 - 1 

Gambarlah grafik dari y = mx + n dengan m, n  R dan m  0. 

 
Penyelesaian 

(1) Titik potong kurva dengan sumbu x, bila y = 0, diperoleh 

y = 0  y = mx + n 

0 = mx + n 

x = - n/m 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu x, adalah (-n/m, 0) 

 
(2) Titik potong kurva dengan sumbu y, bila x = 0, diperoleh 

x = 0   y = mx + n 

y = m.0 + n 

y = n 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu y, adalah (0, n) 
 
 
 
 

y 
 
 

x 
 

Gambar  3.1 
 
 
 

Contoh 3 - 2 

Gambarlah Grafik dari y = - 2x + 4 

 
Penyelesaian 

y = -2x + 4 

 
(1) Titik potong kurva dengan sumbu x, bila y = 0, diperoleh 

y = 0  y = -2x + 4 

0 = -2x + 4 
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2x = 4 

x = 2 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu x adalah (2, 0) 

 
(2) Titik potong kurva dengan sumbu y, bila x = 0, diperoleh 

x = 0  y = - 2x + 4 

= - 2(0) + 4 

= 4 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu y adalah (0, 4) 

Gambar grafik 

 

Gambar  3.2 
 

 

Contoh 3 - 3 

Gambarlah grafik dari y = 5x + 2 

 
Penyelesaian 

y = 5x + 2 

 
(1) Titik potong kurva dengan sumbu x, bila y = 0, diperoleh 

y = 0  y = 5x + 2 
0 = 5x + 2 

- 2 = 5x  x =   
2 

5 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu x adalah (  
2 

, 0) 
5 

(2) Titik potong kurva dengan sumbu y, bila x = 0, diperoleh 

x = 0  y = 5x + 2 

= 5(0) + 2 

= 2 

Jadi, titik potongnya dengan sumbu y adalah (0, 2) 

Gambar grafik 
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y2 (x2, y2) 



y1 

 

0 



(x1, y1) 

x1 x2 x 

 

 

 
Gambar 3.3 

 

 

3.4 Gradien dan Persamaan Garis Lurus 

■ Gradien Garis Lurus 

Bila fungsi linear y = f(x) = mx + n digambar dalam bidang cartesius, maka 

grafiknya berupa garis lurus. Kemiringan garis (yang juga disebut slope garis 

atau gradien) pada setiap titik yang terletak pada garis lurus tersebut adalah 

tetap, yaitu sebesar m. 

Slope atau gradien garis lurus y = f(x) adalah hasil bagi antara perubahan 

dalam variabel terikat dengan perubahan dalam variabel bebasnya. Secara 

geometris, gradien/kemiringan garis lurus adalah sama dengan nilai tangen 

sudut yang dibentuk oleh garis lurus tersebut dengan sumbu x positif dihitung 

mulai sumbu x positif berlawanan arah jarum jam. Jadi, gradien garis lurus 

ini dapat dinyatakan sebagai berikut : 

 
 
 
 

(3.2 ) 
 
 
 

 
m = gradien/slope/kemiringan garis 

 
y y = f(x 

 
 
 
 
 
 
 

 

Gambar 3.4 
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Gradien yang juga disebut angka arah suatu garis lurus dapat memiliki 

nilai positif (bila 0 <  < 90), dapat negatif (bila 90 <  < 180), dapat nol 

(bila  = 0) dan dapat juga tak berhingga (bila  = 90). Untuk lebih jelasnya 

lihat Gambar 3.5. 

 

 
 
■ Persamaan garis lurus 

Gambar 3.5 

Di bawah ini akan dipelajari beberapa persamaan garis lurus. 

(1) Persamaan garis lurus melalui titik (0,0) dengan gradien sebesar m. 
 

(3.3) 

 
 

Contoh 3 - 4 

Tentukanlah persamaan garis lurus l yang melalui titik (0,0), yang memiliki 

angka arah (gradien) 3. Gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

 
m = 3 

y = mx 

y = 3x 

 
Jadi, persamaan garis lurus l tersebut 

adalah y = 3x 

 
 
 

(2) Persamaan garis lurus bergradien m dan memotong sumbu y di titik (0, n) 
 

(3.4) 
 

 
Contoh 3-5 

Tentukanlah persamaan garis lurus k, yang memiliki 

(a) Gradien - 5, dan melalui titik (0, 4). 

(b) Gradien 3, dan melalui titik (0, - 6) 
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y  y1    

x  x1  y 2 

 y1 x 2  x1 

 

 
Penyelesaian 

(a) m = - 5 

n  = 4 

y  = mx + n 

= - 5x + 4 

y  = - 5x + 4 

Jadi, persamaan garis lurus k tersebut adalah y = - 5x + 4 

 
(b) m = 3 

n = - 6 

y = mx + n 

= 3x - 6 

y = 3x - 6 

Jadi, persamaan garis lurus k tersebut adalah y = 3x - 6 

 
(3) Persamaan garis lurus dengan gradien m, yang melalui titik A(x1, y1). 

(3.5) 

 
 

Contoh 3-6 

Tentukanlah persamaan garis lurus yang bergradien 3, dan melalui titik A (5, 

2). Buatlah grafiknya. 

 
Penyelesaian 

m = 3, dan titik A (5, 2)  x1 = 5 dan y1 = 2, 

y - y1 = m(x - x1) 
y - 2 = 3(x - 5) y = 3x -13     y = mx + n 

y - 2 = 3x - 15 Jadi, m = 3 

y = 3x - 13  n = -13 
 

Gambar grafiknya  
Titik potong dengan sumbu x, 

(- n/m, 0) = (13/3, 0) 

 
Titik potong dengan sumbu y, 

(0, n) = (0, -13) 

 
 

 

Gambar 3.7 

(4) Persamaan garis lurus yang melalui dua titik yaitu titik A(x1, y1) dan titik 

B(x2, y2 ). 

 
(3.6) 
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Y = 3x + 13 

 



0 (13/3,0) 
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Contoh 3-7 

Tentukanlah persamaan garis yang melalui 

(a) Titik A(2, 3) dan B(- 2, 5) 

(b) Titik P(4, 2) dan Q(3, 4) 

(c) Titik K (2, 2) dan R(5, 5) 

 
Penyelesaian 

(a)  A (2, 3)  x1 = 2 dan y1 = 3 

B (- 2, 5)  x2 = - 2 dan y2 = 5 

 
 

(b) P(4, 2)    x1 = 4 dan y1 = 2 

Q(3, - 4)    x2 = 3 dan y2 = - 4 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
y - 2 = 6 (x - 4) 

y - 2 = 6x - 24 

y = 6x - 22 

 
 
 
 
 

y = - x + 4 

 

(c) K(2, 2)  x1 = 2 dan y1 = 2 

R(5, 5)      x2 = 5 dan y2 = 5 
 
 
y  2 

 
x  2 

3 3 

y  2 
 

x  2 

5  2 5  2 

y - 2 = x - 2 

y = x 

 

(5) Persamaan Segmen Suatu Garis Lurus 

Persamaan garis lurus yang memotong sumbu X pada x1 dan sumbu Y 

pada y1 adalah 

 

(3.7) 

 

 
Contoh 3 - 8 

Tentukanlah persamaan garis lurus yang memotong sumbu x pada x = 5 dan 

sumbu y pada y = 3. 

 
Penyelesaian 

Dalam hal ini, x1 = 5 , dan y1 = 3, 

maka, 
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3x + 5y = 15 

5y = -3x + 15 

y = - x + 3 

 
(6) Persamaan Garis Lurus Ax + By + C = 0 

Di awal bab ini telah diuraikan bahwa bentuk y = mx + n merupakan 

persamaan garis lurus. Bentuk Ax + By + C = 0 dengan A  0 dan B    

0, juga merupakan persamaan garis lurus, hanya letak variabel x dan y 

yang berbeda, kalau yang pertama letak y dan x berbeda ruas, y terletak 

diruas kiri dan x terletak di ruas kanan tanda kesamaan (=). Fungsi yang 

pertama disebut fungsi eksplisit. Sedangkan yang kedua letak variabel  

y dan x dalam satu ruas, kedua variabel terletak di ruas kiri atau kedua 

variabel terletak diruas kanan tanda kesamaan (=). Fungsi yang kedua 

disebut fungsi implisit.. 

Umumnya semua fungsi eksplisit dapat diubah ke dalam fungsi im- 

plisit, tapi tidak sebaliknya, maksudnya tidak semua fungsi implisit dapat 

diubah menjadi fungsi eksplisit. 

 
Bentuk eksplisit Bentuk implisit 

y = mx + n Ax + By + C = 0 

y = - 4x + 8  2x + 0,5y – 4 = 0 

y = 2x + 4  y - 2x = 4 

....?  x2 + 2xy + y2 = 0 

 

3.5 Hubungan Dua Garis Lurus 
Dua buah garis lurus l1 dan l2 satu sama lainnya kemungkinan sejajar, 

berimpit, saling tegak lurus dan berpotongan. 

 
Misalkan : 

Garis lurus l1 : y = m1 x + n1 
Garis lurus l2 : y = m2 x + n2 

(1) Dua garis lurus berimpit (l1 dan l2), bila m1 = m2 dan n1 = n2 
(2) Dua garis lurus sejajar (l1 dan l2), bila m1 = m2 dan n1  n2, 

(3) Dua garis lurus saling tegak lurus (l1 dan l2), bila m1 x m2 = -1 

(4) Dua garis lurus saling berpotongan (l1 dan l2), bila m1  m2 

Keempat kemungkinan yang terjadi antara garis lurus l1 dan l2 itu, seperti 

Gambar 3.8. 
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Gambar 3.8 

 

Contoh 3- 9 

Tentukanlah persamaan garis lurus k, yang ditarik dari titik P (3, 4) yang 

(a) Sejajar dengan garis l, y = - 2x + 1 

(b) Tegak lurus dengan garis l, y = - 2x + 1 

 
Penyelesaian 

(a) Garis l : y = - 2x + 1  m1 = - 2 

Garis k // garis l  mk = ml = - 2 

P(3, 4)  x1 = 3 dan y1 = 4 

Persamaan garis k 

Dengan rumus 3.5, diperoleh persamaam garis k, sebagai berikut: 

 
y - y1  = m(x - x1), dan telah diketahui bahwa, m = mk = - 2, maka, 

y - 4   = - 2(x - 3) 

= - 2x + 6 

y = - 2x + 10 

 
Jadi, persamaan garis k // garis l dan melalui/ditarik dari titik P(3, 4) ada- 

lah y = - 2 x + 10. 

 

(b) Garis k  garis l  mk x ml    = - 1 
mk x (- 2) = - 1 

mk  = 
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P(3, 4)      x1 = 3, y1 = 4 

Persamaan garis k 

Dengan rumus 3.5, diperoleh persamaan garis k, sebagai berikut : 

y - y1 = m(x - x1) dan telah diketahui bahwa, m = mk = , maka 

y - 4   = (x - 3) 

= x - 
 

y  = x - + 4 
 

= x + 

 

Jadi, persamaan garis k  garis l dan melalui titik P(3, 4) adalah 

y =  x + . 

Contoh 3 - 10 

Carilah titik potong garis l1, y = 2x + 1 dan garis l2, y = - x + 4 

Gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

Dua garis berpotongan, berarti kedua garis tersebut memiliki titik persekutu- 

an. Titik persekutuan itu merupakan solusi atau penyelesaian simultan dari 

sitem persamaan yang dibentuk oleh kedua persamaan garis. Jadi, mencari 

titik potong dua buah garis sama artinya mencari solusi atau penyelesaian 

simultan dari sistem persamaan yang dibentuk oleh kedua garis. Penyele- 

saian simultan dari sistem persamaan tersebut adalah nilai x dan y yang 

memenuhi kedua persamaan garis. 

Titik potong garis l1 dan l2 di atas dapat dicari dengan melenyapkan salah 
satu varibelnya (variabel y atau x). 

y dilenyapkan untuk mencari nilai x, sebagai berikut: 
y = 2x + 1 

y = - x + 4 

0 = 3x - 3 

 
0 = 3x - 3 

3 = 3x 

x = 1 

 
Nilai x = 1 dimasukkan kesalah satu persamaan (di sini nilai x dimasukkan ke 

dalam persamaan garis l1), diperoleh nilai y sebagai berikut : 

x = 1  y = 2x + 1 

= 2 (1) + 1= 3 

 
Jadi, titik potong garis l1 dan l2 adalah (1, 3). 
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l2 l1 

4 

3 

2 

1 

(0,4) 

  (1,3 ) 





1 
 

0  1 2 3 (4,0) x 

 

 
Gambar Grafik 

 

y = 2x + 1  y = - x + 4 

x 

y 

(x, y) 

0 

1 

(0, 1) 

-½ 

0 

(-½, 0) 

x 

y 

(x, y) 

0 

4 

(0, 4) 

4 

0 

(4, 0) 
 
 

y 

 
 
 
 
 
 

 

- 

 

Gambar 3.9 

 

 
Contoh 3 - 11 

Carilah titik potong garis l1, y = 2x + 5 dan garis l2, y = - 3x + 20. 

Penyelesaian 

y dilenyapkan untuk mencari nilai x, sebagai berikut : 

y = 2x + 5 

y = -3x + 20 _ 

0 = 5x - 15 

5x = 15 

x = 3 

Bila nilai x = 3 dimasukkan ke dalam salah satu persamaan dan diperoleh 

nilai y, 

y = 2x + 5 

= 2(3) + 5 = 11 

 
Jadi, titik potong garis l1 dan l2 tersebut adalah (x, y) = (3,11) 
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   Soal-soal Latihan  

 
 

3 - 1 Tentukanlah kemiringan/slope garis di bawah ini. 

(a)  y = 2x + 5 (d)  y - 3x + 2 = 0 

(b)  y = - 3 x (e)  y = 5 

(c)  3y + 5x -10 = 0 (f)   x = 4 

 
3 - 2   Ditentukan tiga titik A( - 2, 3), B(4, 5) dan titik C(- 2, 4). 

(a) Carilah persamaan garis yang melalui titik A dan B. 

(b) Carilah persamaan garis yang melalui titik A dan C. 

(c) Carilah persamaan garis yang melalui titik B dan C. 

(d) Buatlah grafiknya dalam satu gambar. 

 
3 - 3   Tentukanlah gradien dan persamaan garis lurus yang melalui : 

(a) Titik A (2, 5) dan titik B ( - 1, 4). 

(b) Titik A (- 2, 3) dan titik B ( 6, - 3). 

(c) Titik A (2, 3) dan titik B ( 5, 7). 

 
3 - 4   Tentukanlah persamaan garis lurus yang, 

(a) Melalui titik A (1, 3) dan sejajar garis y - 2x + 1 = 0. 

(b) Melalui titik P(3, 0) dan tegak lurus garis 6x + y - 4 = 0. 

(c) Memotong sumbu x sepanjang 5 dan memotong sumbu y 

sepanjang 2 dari titik asal. 

 
3 - 5 Carilah titik potong dua garis lurus di bawah ini dan buatlah grafik-nya 

dalam satu gambar. 

(a) Garis lurus l1 : x + y = 5 

Garis lurus l2 : 2x - y = 5,5 

(b) Garis lurus l1 : y = - x + 15 

Garis lurus l2 : y = x + 3 

(c) Garis lurus l1 : y = - 2x + 12 

Garis lurus l2 : y = 2 x + 4 

3 - 6 Periksalah pasangan garis di bawah ini, apakah garis-garis tersebut 

sejajar, berimpit, saling tegak lurus atau berpotongan. Gambarlah 

grafiknya. 

(a) Garis l1 : y = 3x + 5 

Garis l2 : y = 3x + 2 

(b) Garis l1 : y = 4x + 10 

Garis l2 : y = 4x + 10 

(c) Garis l1 : y = 2x + 5 

Garis l2 : y = - x + 3 

(d) Garis l1 : y - x = 6 

Garis l2 : y - 3x = 2 
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Qd 

   

 
 
 

P = harga per unit barang (jasa), Qd = kuantitas barang (jasa) yang diminta 

Sementara fungsi permintaan yang linear secara umum dinyatakan se- 

bagai, 
 

(4.2) 
 

Qd  = kuantitas barang yang diminta konsumen/pembeli, P = harga per unit 

barang, a = konstanta, yaitu bilangan yang menunjukkan kuantias barang 

yang diminta oleh konsumen bila harga per unit barang tersebut nol, dan 

parameter b menunjukkan slope kurva permintaan. Slope kurva permintaan 

adalah negatif. 

 
■ Kurva/Grafik Fungsi Permintaan 

Qd 

 

f(p) Qd = f(p) 

 
 

 
0 P 

(a) Slope  negatif 

Qd 

 

Qd = f(p) 

 
 

 
0 P 

(b) Slope nol 

Qd 

 
 

Qd = f(p) 

 
 

0 P 

(c) Slope  tak berhingga) 

 

Gambar 4.1 
 

Umumnya (dalam keadaan normal) kurva permintaan memiliki angka 

arah (slope) yang negatif (Gambar 4.1a), yang menunjukkan juga, bahwa 

antara harga dengan kuantitas terdapat hubungan negatif (yang terbalik), 

yang artinya bila harga suatu barang naik, kuantitas barang yang diminta 

oleh pembeli (konsumen) berkurang, dan sebaliknya, bila harga suatu ba- 

rang turun maka kuantitas barang yang diminta oleh pembeli (konsumen) 

bertambah. 

Tetapi dalam keadaan khusus (dalam kasus-kasus tertentu) angka arah 

kurva permintaan mungkin nol, yaitu kuantitas barang yang diminta tetap 

tanpa memperhatikan harga (Gambar 4.1b), dan mungkin saja tak berhing- 
 

50 Matematika Ekonomi 



4. Aplikasi Fungsi Linear dalam Ekonomi dan Bisnis 
 

 
 

ga (tak terdefinisikan), yaitu kuantitas barang yang diminta oleh pembeli 

(konsumen) berubah pada harga yang tetap (Gambar 4.1c). 

 
 

Contoh 4-1 

Fungsi permintaan suatu barang berbentuk 

Q    10  
p 

d
 5 

P = harga per unit barang 

Qd  = kuantitas barang yang diminta 
 

Pertanyaan 

(a) Tentukanlah batas-batas nilai Qd 

taan tersebut. 

 

dan P yang memenuhi fungsi permin- 

(b) Berapakah kuantitas barang yang diminta bila harga per unit barang ter- 

sebut : 15 dan 10? 

(c) Berapakah harga tertinggi yang masih mau dibayar oleh pembeli (konsu- 

men) untuk barang tersebut? 

(d) Bila barang tersebut merupakan barang bebas, berapa unit barang mak- 

simal akan diminta oleh pembeli (konsumen)? 

(e) Buatlah grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Batas-batas nilai Qd dan P yang memenuhi fungsi permintaan. 
(1) Bila Qd = 0, maka nilai P = ...? 

Q    10  
p 

d
 5 

0  10  
p 

5 

P = 50 

(2) Bila P = 0, maka nilai Qd = ... ? 

Q    10  
p 

d
 5 

Q    10  
0 

d
 5 

Qd  = 10 

Jadi,  batas-batas  nilai Qd 
adalah : 

dan  P yang  memenuhi  fungsi permintaan 

0  Qd 
 10 dan 0  P  50 

(b) Qd = . . . ?, bila P = 15 dan P = 10 

Q   10  
p 

d
 5 
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(1) Bila P = 15, maka Qd, (2) Bila P = 10, maka Qd , 

p 
Q

d 
 10  

5 

p 
Q

d 
 10  

5 

Q   10  
15 

d
 5 

Q   10  
10 

d
 5 

= 7 = 8 

Jadi, bila harga per unit barang tersebut masing-masing 15 dan 10 maka 

kuantitas barang yang diminta masing-masing sebanyak 7 unit dan 8 

unit. 

 
(c) Harga tertinggi terjadi bila tidak ada satu konsumen pun sanggup mem- 

belinya (tidak ada barang yang dibeli oleh pembeli/konsumen), ini berarti 

Qd  = 0. 

Bila Qd 

 

= 0, maka P = . . . ? 

Q   10  
P 

d
 5 

0  10  
P 

5 

 10   
P 

5 
 P = 50 

Jadi, harga tertinggi yang masih mau dibayar oleh pembeli/konsumen 

adalah lebih rendah (tidak mencapai) 50 (P  50) 

 
(d) Jika barang tersebut merupakan barang bebas, maka harga barang ter- 

sebut adalah nol, P = 0. 
Bila P = 0, Qd = . . . ? 

Q   10  
P 

d
 5 

Q    10  
0 

d
 5 

Qd  = 10 

Jadi, bila barang tersebut merupakan barang bebas, maka kuantitas ba- 

rang yang diminta oleh pembeli/konsumen maksimal sebanyak 10 unit. 

(e) Gambar grafik 

Q    10  
P 

d
 5 

Tabel pasangan nilai Qd dan P 
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(Gambar 4.2) 

 
 

Contoh 4 - 2 

Permintaan terhadap sejenis barang berdasarkan hasil penelitian pasar 

ditunjukkan oleh data berikut: 

 
Harga per unit 

(P) 
Kuantitas barang yang 

diminta (Qd) 
3 

5 

9 

55 

45 

25 

Bila persamaan garis permintaan dianggap linear, berdasarkan data di atas, 

(a) Tentukanlah fungsi permintaan barang tersebut. 

(b) Berapa kuantitas barang yang diminta, bila harga per unit barang terse- 

but adalah 6. 

(c) Buatlah grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Untuk menentukan persamaan garis fungsinya, cukup diambil dua titik, 

sebagai berikut. 

Titik pertama : Jika P1 = 3, maka Q1 = 55  (P1, Q1) = (3, 55) 

Titik kedua : Jika P2 = 5, maka Q2 = 45      (P2, Q2) = (5, 45) 

Per rumus 3.6, didapat fungsi permintaannya, 

P  P
1 

P
2  
 P

1 

Q  Q
1 


Q

2 
 Q

1 

P  
Q  55 

 3  5 

P  ( 
1 

Q  11)  3 
 

P  3 Q  55 5 


5  3 

P  3 

2 

45  55 

Q  55 
   

10 
Q  55 

P   
1 

Q  14 
5 

Q = - 5P + 70 

 
Jadi, Qd = - 5P + 70 

P  3 
5 

( kedua ruas dikalikan 2) 
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Q   10  
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0 
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(0,70) 

0 



(14,0) P 

 
 

(b) Bila P = 6, Qd = . . . ? 

Qd = - 5P + 70 

Qd = - 5(6) + 70 

Qd = 40 

Jadi, jika harga per unit barang tersebut 6, maka kuantitas barang yang 

diminta sebanyak 40 unit. 

 
(c) Gambar grafiknya 

Qd = - 5p + 70 

Tabel pasangan nilai P dan Qd 

 
 
 

 
Qd 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Gambar 4.3 

 
 

Contoh 4 - 3 

Untuk kelangsungan suatu proyek, sebuah developer, setiap bulan memer- 

lukan 100 galon premium tanpa memandang berapa rupiah pun harganya. 

Tentukanlah fungsi permintaannya dan gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

Qd = Q1 = 100 

Gambar Grafik 
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Qd (galon) 

 

Q1  = 100 

100 

 
 

0 P (Rp) 

Qd 0 70 
P 

(P, Qd) 

14 

(14,0) 
0 

(0,70) 
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4.3 Fungsi  Penawaran 
Fungsi penawaran suatu barang/jasa adalah fungsi yang menyatakan hu- 

bungan antara harga (pasar) suatu barang (jasa) dengan kuantitas barang 

(jasa) yang ditawarkan oleh penjual (produsen) dalam kurun waktu tertentu, 

dengan asumsi ceteris paribus (variabel bebas lainnya yang mempengaruhi 

kuantitas barang yang ditawarkan konstan). Variabel bebas lainnya yang di- 

maksud antara lain adalah teknik produksi, pajak, subsidi, dan tingkat suku 

bunga (pinjaman) bank. 

 
■ Notasi fungsi penawaran 

Fungsi penawaran terhadap harga secara umum dapat dinyatakan 

sebagai, 
 

(4.3) 

 
Qs = kuantitas barang/jasa yang ditawarkan 

P = harga per unit barang/jasa 
 

Sementara fungsi penawaran yang linear secara umum dapat dinyatakan 

sebagai, 
 

(4.4) 

 
Qs = kuantitas barang yang ditawarkan, P = harga per unit barang, c = suatu 

konstanta, menunjukkan kuantitas yang ditawarkan oleh penjual/produsen 

bila harga per unit nol; parameter d menunjukkan slope kurva penawaran. 

Slope kurva penawaran bertanda positif. 

 
■ Kurva/grafik fungsi penawaran 

 

Qs Qs 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Slope positif 

 
0 P 

(b) Slope nol 

Gambar 4.5 

 
0 P 

(c) Slope  tak berhingga) 

 

Umumnya (dalam keadaan normal) kurva penawaran memiliki angka 

arah/slope positif (Gambar 4.5a), yang menunjukkan bahwa hubungan an- 

tara harga dengan kuantitas barang yang ditawarkan oleh penjual /produsen 

adalah positif (berbanding lurus), yang artinya bila harga suatu barang naik, 

maka kuantitas barang yang ditawarkan oleh penjual /produsen bertambah 

dan apabila harga pasar barang tersebut turun, maka kuantitas barang yang 
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3 

3 

3 

3 

 
 

3 

 
 

 
 

ditawarkan oleh penjual/produsen berkurang. 

Akan tetapi dalam kasus-kasus tertentu (dalam keadaan khusus) angka 

arah kurva penawaran dapat nol (Gambar 4.5b) yaitu kuantitas yang 

ditawarkan oleh penjual/ produsen akan tetap tanpa memperhatikan harga, 

dapat juga angka arahnya tak berhingga atau tak terdefinisikan (Gambar 

4.5c) yaitu kuantitas yang ditawarkan oleh penjual/ produsen berubah pada 

harga tetap 

 
 

Contoh 4 - 4 

Diketahui fungsi penawaran sejenis barang 

Qs  5 P  6 

P = harga tiap unit barang 

Qs = kuantitas barang yang ditawarkan oleh produsen/penjual 

Pertanyaan 

(a) Tentukanlah batas-batas nilai Qs dan P yang memenuhi fungsi penawa- 

ran barang tersebut. 

(b) Berapakah kuantitas barang yang ditawarkan oleh penjual (produsen), 

bila harga per unit barang tersebut: 12, dan 6. 

(c) Berapakah harga terendah, sehingga tak ada seorang penjual (produ- 

sen) pun yang mau menawarkan barangnya. 

(d) Berapakah harga per unit barang, sehingga penjual (produsen) masih 

mau menawarkan barangnya. 

 
Penyelesaian 

(a) Batas-batas nilai Qs dan P yang memenuhi fungsi penawaran 

Qs  5 P  6 

Bila Qs = 0, maka 

0 =  5 P  6 

6 = 5 

 

P = = 3,6 

 

Jadi, batas-batas nilai Qs dan P yang memenuhi fungsi penawaran 

tersebut adalah : Qs  0 dan P  3,6. 

(b) Qs = . . . ? Bila P = 12 dan P = 6 

Qs  5 P  6 

Bila P = 12    Qs = (12 ) - 6 = 14 

Bila P = 6  Qs = (6) - 6 = 4 
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3 

3 

 
 

Jadi, bila harga per unit barang masing-masing 12 dan 6, maka kuanti- 

tas barang yang ditawarkan oleh penjual (produsen) masing-masing se- 

banyak 14 unit dan 4 unit. 

 
(c) Tak ada seorang penjual (produsen) pun yang mau menawarkan barang- 

nya, ini berarti, Qs = 0. 

Qs  5 P  6 

0  5 P  6 

5p = 18 

P  =  = 3,6 

Jadi, harga terendah sehingga tidak ada seorang penjual (produsen) pun 

yang menawarkan barangnya adalah 3,6 per unit. 

 
(d) Harga per unit barang sehingga produsen masih bersedia menawarkan 

barangnya adalah lebih tinggi dari 3,6. 

 
 

Contoh 4 - 5 

Berdasarkan hasil penelitian pasar penawaran terhadap suatu barang kea- 

daannya sebagai berikut: 

 
Harga per unit 

(P) 
Kuantitas barang yang 

ditawarkan (Qs) 
2 

4 

5 

0 

4 

6 
 

Jika dalam jangka pendek garis penawaran tersebut dianggap linear, ten- 

tukanlah: 

(a) Fungsi penawarannya. 

(b) Bila harga per unit barang tersebut 10, berapakah kuantitas barang yang 

ditawarkan oleh produsen? 

(c) Buatlah grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Untuk menentukan garis fungsinya, cukup diambil dua titik saja sebagai 

berikut : 

Titik pertama :   Bila P1 = 2, maka Q1 = 0   (P1,Q1) = (2, 0) 

Titk kedua :   Bila P2 = 5, maka Q2 = 6   (P2,Q2) = (5, 6) 

Per rumus 3.6 didapat fungsi penawarannya. 
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P  P1 

P2   P1 

 
Q  Q1 

Q2  Q1 

P  2  
Q 

2 

 
(kedua ruas dikalikan 3) 

P  2 
 

Q  0 
 

2(P – 2) = Q 
 

2P - 4 = Q 

5  2 6  0 
Q  2P  4 

P  2 
 

Q  0 
3 6 

Jadi, Qs = 2P - 4 
 

(b) Bila P = 10, Qs = . . .? 

Qs = 2p - 4 

Qs = 2(10) - 4 = 16 

(c) Gambar grafik 

Qs = 2p - 4 

 
 
 

 

Qs 

Qs = 2p - 4 

 
 
 

 


0 2 P 

  (0, - 4) 

 

Gambar 4.6 

 
 

Contoh 4 - 6 

Pihak PDAM menawarkan air bersih dan sehat kepada masyarakat perko- 

taan. Tiap KK per bulan dikenakan pembayaran Rp 500,00 berapa m3 pun 

yang dikonsumsinya. Tentukanlah fungsi penawarannya dan buatlah grafik- 

nya. 

 
Penyelesaian 

P = P1 = 500 

Gambar grafik 
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Qs (m
3
) 

P =P1 = 500 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
0 500 P (Rp) 

 
Gambar  4.7 

 

 

Contoh 4 - 7 

Periksalah persamaan beberapa fungsi berikut, apakah fungsi tersebut me- 

rupakan fungsi permintaan, fungsi penawaran, termasuk keduanya atau 

bukan keduanya (P = harga per unit barang, Q adalah Qd atau Qs). 

(a) Q + 2P - 10 = 0 

(b)  2Q – 6P - 12 = 0 

(c)   Q – 2P = 0 

(d)  Q - 5 = 0 

(e)  3Q + 5P + 15 = 0 

 
Penyelesaian 

Secara umum untuk menyelesaikan soal semacam ini, adalah sebagai be- 

rikut : Pertama tentukan terlebih dahulu slope garisnya, positif atau negatif. 

Kedua periksa kurvanya apakah ada kurva atau penggal kurva yang terle- 

tak di kuadran pertama. Kalau slopenya negatif kemungkinan (belum tentu) 

fungsi permintaan, lanjutkan memeriksa grafiknya. Apakah letak kurva atau 

penggal kuvanya terletak di kuadran pertama? Bila ya, persamaan tersebut 

merupakan persamaan fungsi permintaan. Bila tidak, persamaan tersebut 

bukan persamaan dari fungsi permintaan. Kalau slopenya positif dapat di- 

pastikan persamaan tersebut persamaan dari fungsi penawaran. Kalau slo- 

pe garis itu nol atau tak berhingga (fungsi bilangan konstan), maka persa- 

maan garis itu dapat berupa persamaan fungsi permintaan dan penawaran. 
 

Periksa letak kurva/penggal kurvanya 

(a) Q + 2P - 10 = 0 

Q = - 2P + 10 

slopenya negatif (-), 

mungkin fungsi 

permintaan 

 
 
 

 

 

Gambar 4.8 
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

(-3,0) 0 P 

 ( 0,-5) 

 
 

Oleh karena slopenya negatif (-), dan ada penggal kurvanya terletak di 

kuadran I, maka fungsi tersebut adalah fungsi permintaan. 
 

(b) 2Q – 6P -12 = 0 

Q = 3P + 6 

Slopenya positif, maka 

fungsi tersebut adalah fungsi 

penawaran 

(c) Q – 2P = 0 

Q = 2P 

Slopenya positif, maka 

fungsi tersebut adalah fungsi 

penawaran 

(d) Q - 5 = 0 

Q = 5 

Fungsi bilangan konstan, 

maka fungsi ini dapat berupa 

fungsi permintaan atau fungsi 

penawaran. 

Letak kurva tidak perlu diperiksa, pasti 

ada kurva atau penggal kurva yang 

terletak di kuadran I. 

 

 
Letak kurva tidak perlu diperiksa, pasti 

ada kurva atau penggal kurva yang 

terletak di kuadran I. 

 

 
Letak kurva sudah jelas di kuadran I. 

 
 
 

 
5 

 
 
 

0 P 
 

(e) 3Q + 5P + 15 = 0 

Q = - P - 5 

Slopenya negatif (-) mungkin 

fungsi permintaan. 

Periksa letak kurvanya 

 
Q 

 
 
 
 
 
 
 

 
Gambar 4.10 

 
Walaupun slopenya negatif (-), akan tetapi tidak ada kurva /penggal kurva 

yang terletak di kwadran I, maka fungsi tersebut bukan merupakan fungsi 

permintaan. 

 

4.4 Keseimbangan  Pasar 
Pengertian pasar dalam hal ini adalah pertemuan antara pembeli atau 

konsumen dengan penjual atau produsen guna melakukan transaksi (jual- 

beli) suatu barang atau jasa, baik secara langsung maupun tidak langsung. 
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Qs= f(P) 

(QE) E 

Qd = g(P) 

0 PE 

Qd, Qs 

Qs = f(P) 

 E 

Qd = g(P) 

0 

 
 

Keseimbangan pasar akan terjadi bila : 

(1) Harga barang (jasa) yang ditawarkan oleh produsen (penjual) sama den- 

gan harga yang diminta oleh konsumen (pembeli), atau 

 
(2) Kuantitas barang (jasa) yang ditawarkan oleh produsen (penjual) sama 

dengan kuantitas barang diminta oleh konsumen (pembeli). 

 
Secara geomatris titik potong antara fungsi permintaan suatu barang 

(jasa) dengan fungsi penawaran barang (jasa) tersebut merupakan titik ke- 

seimbangan pasar. 

 
Keseimbangan pasar tersebut dapat dinyatakan sebagai: 

 

 
atau (4.5) 

 

 
Seperti telah dijelaskan dimuka, titik keseimbangan pasar yang mem- 

punyai makna dalam analisis ekonomi hanyalah titik keseimbangan pasar 

yang terletak di kwadran pertama, seperti yang disajikan pada Gambar 4.11. 

 
Qd, Qs 

 
 
 
 
 
 

 
(a) Titik keseimbangan 

bermakna 

P 
P 

(b) Titik keseimbangan tak 
bermakna 

 

Qd,Qs 
 

Qs= g(P) 

Qd =f(P) 

0 P 


E 
(c) Titik keseimbangan tak bermakna 

 
Gambar 4.11 

 

Contoh 4 - 8 
Fungsi permintaan suatu barang Q

d 
  1 P 10 dan fungsi  penawarannya 

Q   2 P  5 . Q = kuantitas barang 3 diminta, Q = kuantitas barang 

s 3 d yang s 
yang ditawarkan dan P = harga tiap unit barang. Carilah titik keseimbangan 

pasar dan gambar grafiknya. 
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3 3 

3 3 

3 

3 

3 3 

 
 

Penyelesaian 

Qd   1 P 10 Qs  2 P  5 

Keseimbangan pasar akan terjadi bila : 

Qd = Qs 

 1 P  10  =  2 P  5 

10 + 5 = 2 P  1 P 
3 3 

 

15 = P 

P = PE = 15 

PE = 15, disubstitusikan ke persamaan permintaan atau penawaran diperoleh 

nilai QE , sebagai berikut : 

Q
d  
  1 P 10 

QE    1 (15)  10 (gantikan P dengan PE) 

QE   = - 5 + 10 = 5 

Jadi, titik keseimbangan pasar adalah E(PE, QE ) = E (15, 5) 

Gambar grafik 

Qd   1 P 10 Qs  2 P  5 
 

P 0 30  P 0 15/2 
Qd 

(P, Qd) 
10 

(0, 10) 
0 

(30, 0) 
 Qs 

(P, Qs) 
- 5 

(0, - 5) 
0 

(15/2, 0) 
 

 

Qd, Qs 

 
 

 
(0,10) 

 
 

Qs = g(P) 

 

5 E(15, 5) 

Qd= f(P) 

0 (15/2, 0)  15 (30, 0) P 

 
(0, - 5) 

 

 

Gambar 4.12 

 
 

Contoh 4 - 9 

Berdasarkan hasil penelitian pasar permintaan dan penawaran terhadap 

sejenis barang, memberikan data sebagai berikut: 
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Harga per unit 

(P) 
Kuantitas barang yang 

diminta (Qd) 
Kuantitas barang yang 

ditawarkan (Qs) 

3 

5 
7 

5 
4 

8 

 

Dari data tersebut di atas, 

(a) Tentukanlah fungsi permintaan dan fungsi penawarannya. 

(b) Hitunglah harga dan kuantitas keseimbangan pasar. 

(c) Buatlah sketsa grafiknya dalam satu gambar. 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi permintaan 

Jika P1 = 3, maka Q1 = 7  (P1, Q1) = (3, 7) 

Jika P2 = 5, maka Q2 = 5  (P2 ,Q2) = (5, 5) 

Per rumus 3.6 akan diperoleh fungsi permintaannya, sebagai berikut: 
 

P  P1 

P2  P1 

 
Q  Q1 

Q2  Q1 

P – 3 = -(Q - 7) 

P – 3 = - Q + 7 

P = - Q + 10 

P  3 
 

Q  7  
Jadi, Q 

 
= - P + 10 

5  3 5  7 d 

P  3 
 

Q  7  (kedua ruas dikalikan 2) 
2 2 

 

Fungsi penawaran 

Jika P1 = 3, maka Q1 = 4  (P1, Q1) = (3, 4) 

Jika P2 = 5, maka Q2 = 8  (P2, Q2) = (5, 8) 

Per rumus 3.6 akan diperoleh fungsi penawarannya, sebagai berikut: 

P  P1 

P2   P1 

P  3 


5  3 

 
Q  Q1 

Q2  Q1 

Q  4 
 

 

8  4 

2(P – 3) = Q – 4 

2P – 6 = Q - 4 

Q = 2P - 2 

 
Jadi, Qs = 2P - 2 

P  3 
 

Q  4 
 
(Ke dua ruas dikalikan 4) 

2 4 

(b) Keseimbangan pasar akan terjadi bila: 

Qd = Qs 

- P + 10 = 2P - 2 

12 = 3P 

P = PE = 4 

Qs = 2P - 2 

QE = 2(4) – 2 (gantikan P dengan PE) 

QE = 6 

Jadi, harga dan kuantitas keseimbangan pasar adalah PE = 4 dan QE = 6 
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(c) Gambar grafik 

Qd = - P + 10 Qs = 2P - 2 

 
 
 
 
 

 
Gambar 4.13 

 

 

4.5 Pengaruh Pajak Terhadap Keseimbangan Pasar 
Pajak penjualan yang dikenakan pemerintah terhadap suatu barang 

mengakibatkan harga barang tersebut akan naik dan sebaliknya kuantitas 

barang yang diminta oleh konsumen akan turun. Jenis pajak yang kita bahas 

di bawah ini hanya pajak per unit dan pajak yang proporsional terhadap har- 

ga (pajak dalam bentuk prosenan). Besarnya pajak penjualan yang dipungut 

pemerintah terhadap barang yang terjual, akan mengeser kurva penawaran 

ke atas (ke kanan), dan kurva permintaannya tetap. 

Kedua jenis pajak tersebut akan mempengaruhi harga melalui perubahan 

penawaran. Ini berarti fungsi permintaan tetap sedangkan fungsi penawa- 

rannya berubah. 

 

■ Pajak t-per unit 

Bila fungsi permintaan dan penawaran suatu barang semula (sebelum 

pajak), masing-masing Qd = f(P) = a - bP dan Qs = g(P) = c + dP, maka 

setelah diberlakukan pajak (setelah pajak) t per unit akan menjadi : 

 
Fungsi permintaan : (4.6) 

(tetap) 

 
Fungsi penawaran : (4.7) 

(berubah) 

 

Selanjutnya keseimbangan pasar (titik equilibirum) akan terjadi bila : 

(4.8) 
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0 

(1, 0) 
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Qd 
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Untuk lebih jelasnya keadaan masing-masing sebelum pajak dan setelah 

pajak dapat diikhtisarkan seperti berikut: 

 
Fungsi permintaan, penawaran dan keseimbangan pasar 

semula/sebelum dan setelah pajak t per-unit 

 

 Sebelum pajak Setelah pajak 

Fungsi pemintaan Qd = a - bP Qdt = a - bP 

Fungsi penawaran Qs = c + dP Qst = c + d(P - t) 

Syarat keseimbangan Qd = Qs Qdt = Qst 
Titik keseimbangan E(PE, QE ) E t(Pt, Qt) 

 

(1) Perubahan kuantitas dan harga yang terjadi 

(a) Perubahan kuantitas barang/jasa yang terjadi 

(4.9) 

 

(b) Perubahan harga tiap unit barang/jasa yang terjadi 
 

(4.10) 

 
(2) Besarnya pajak yang ditanggung oleh produsen, dibebankan kepada 

konsumen dan besarnya pajak yang diterima oleh pemerintah. 

(a) Besar pajak per unit yang dibebankan kepada konsumen, (tk). 

(4.11) 

 
Besarnya pajak total yang dibebankan kepada konsumen (Tk) 

(4.12) 
 

(b) Besarnya pajak per unit yang ditanggung oleh produsen, (tp). 

 

Besarnya pajak total yang ditanggung oleh produsen, (Tp) 

 

 
(4.13) 

 
 
 

(4.14) 
 

(c) Pajak total (pendapatan) yang diterima oleh pemerintah (T) 
 

(4.15) 

 
 

Untuk lebih jelasnya keadaan (1), dan (2) di atas, di bawah ini disajikan 

keseimbangan pasar sebelum dan setelah pajak dalam satu gambar. 
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d 
P 

  c 

(1  r) 

P 
Pr  

1  r 

 

r.  
Pr 

1  r 

 

 

Qd,Qs, Qdt, Qst 

 
Qd=Qdt Qs 

 
QE  E 

 
Qt N R E t 

 
 
 

 
Qst 

Keterangan Gambar 4.14. 

Pt - PE = P 

P2 - P1 = Pt - M = t 
E = Titik keseimbangan pasar 

sebelum pajak. 

Et = Titik keseimbangan pasar 
setelah pajak. 

PE = Harga per unit barang 
keseimbangan pasar sebelum 

pajak. 

Pt = Harga per unit barang kese - 

0 P1    M PE P2 Pt P 

Gambar 4.14 

imbangan pasar setelah pajak 

QE = Kuantitas barang keseim 
-bangan pasar sebelum pajak. 

Qt = Kuantitas barang keseim- 
bangan pasar setelah pajak. 

● Pajak total yang diterima oleh pemerintah ditunjukkan oleh luas jajaran 

genjang p1 N Et P2  luas segi empat M N Et Pt. 

● Pajak total yang dibebankan kepada konsumen ditunjukkan oleh luas 

segi empat Pt PE R Et. 
● Pajak total yang ditanggung oleh produsen ditunjukkan oleh luas segi 

empat M N R PE 

■ Pajak Prosentase (r %) 

Jika pajak yang dikenakan dalam bentuk prosentase  terhadap harga 

jual tiap unit barang, maka harga jual setelah dikenakan pajak prosentase 

sebesar r, akan bertambah sebesar r.p, dan bentuk fungsi Q dalam P nya 

adalah sebagai berikut: 

(1) Fungsi penawaran sebelum pajak : Qs = g(P) = c + dP 

Fungsi penawaran setelah pajak : 
 

(4.16) 
 
 

(2) Hubungan P dan Pr dinyatakan oleh 
 

(4.17) 
 
 

(3) Hubungan pajak per unit (t) dan pajak prosentase (r) adalah 

 
 

 
atau (4.18) 
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Qs 

Qsr 

Qr E r% 

QE M N E r 

0 P  PE Pr P 

 

Pr = harga keseimbangan setelah pajak 

P = harga barang yang ditawarkan sebelum kena pajak 

r = besarnya pajak prosentase 

 
(4) Total pajak yang diterima oleh pemerintah (T) 

 

(4.19) 

 

Untuk lebih jelasnya hubungan antara t, Pr dan P lihat Gambar 4.15. 

Qd, Qs 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 4.15 

 

 Pajak total yang diterima oleh pemerintah ditunjukkan oleh luas segi em- 

pat Pr P M Er. 
 Pajak total yang ditanggung oleh  konsumen ditunjukkan oleh  luas   segi 

empat Pr PE N Er. 
 Pajak total yang ditanggung oleh produsen ditunjukkan oleh luas segi em- 

pat PE P M N. 

 t = Pr – P 

 
Contoh 4-10 

Fungsi permintaan dan penawaran suatu barang sebagai berikut: 

Qd = - 2P + 24 dan Qs = 2P - 10 

Pemerintah menarik pajak sebesar 1 tiap unit barang yang terjual. 

 
Tentukanlah : 

(a) Harga dan kuantitas keseimbangan sebelum dan sesudah pajak. 

(b) Total pajak yang diterima oleh pemerintah. 

Total pajak yang ditanggung oleh konsumen. 

Total pajak yang ditanggung oleh produsen. 

(c) Prosentase penurunan kuantitas barang yang terjual karena adanya pa- 

jak. 

(d) Buatlah sketsa grafiknya. 
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2 

 
 

Penyelesaian 

(a) Keseimbangan pasar sebelum pajak. 

Qd = - 2P + 24 

Qs = 2P - 10 

Keseimbangan pasar akan terjadi, jika Qd = Qs 
Qd = Qs 

-2P + 24 = 2P – 10 

4P = 34 

P = PE = 

Qd  = - 2P + 24 

= - ) + 24 (ganti P dengan PE) 

QE  = -17 + 24 = 7 

 

Didapat QE = 7 dan PE =  , dan titik keseimbangan sebelum pajak 

adalah E(PE, QE) = E ( , 7). 

 
Keseimbangan pasar setelah pajak 

Qdt  = - 2P + 24 (fungsi permintaan tetap) 

Qst   = 2(P - t) -10 (fungsi penawaran berubah) 

= 2(P - 1) -10 (untuk t = 1 ) 

= 2P – 2 - 10 

= 2P – 12 

 

Keseimbangan pasar terjadi jika, Qdt = Qst 
Qdt = Qst 

- 2P +24 = 2P – 12 

36 = 4P 

P = Pt = 9 

Jika Pt = 9 dimasukkan ke dalam fungsi Qdt didapat harga Qt sebagai 

berikut: 

Qdt = - 2P + 24 

= - 2(9) + 24 (gantikan P dengan Pt = 9) 
= - 18 + 24 

Qt = 6 

Didapat Qt = 6, dan Pt = 9, dan titik keseimbangan sekarang/setelah 

pajak adalah Et(9, 6) 

 
Jadi, harga dan kuantitas keseimbangan pasar sebelum pajak adalah 

PE = 17 dan QE = 7; harga dan kuantitas keseimbangan pasar setelah 

pajak adalah sebesar Pt = 9 dan Qt = 6. 

(b) Total pajak yang diterima oleh pemerintah (T) 

T = t.Qt 
= 1.6 = 6 

Total pajak yang ditanggung oleh konsumen (Tk) 

Tk = P. Qt 
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2 



 
 

2 

 

= (Pt - PE).Qt 

= (9 - 8,5).6 = (0,5).6 = 3 

 
Total pajak yang ditanggung oleh produsen (Tp) 

Tp = (t - P ) .Qt 

= (1 - 1 ).6 = 3 

(c) Persentase (%) penurunan kuantitas barang yang terjual 

 QE  Qt 




%Q  

 Q
E 


.100% 


= = .100% = 14,28% 

(d) Gambar grafiknya 

Qd = -2P + 24 Qs = 2P - 10 

 
 

Qst = 2P -12 

 
 
 

Qd, Qs, Qdt, Qst 

24 

Qd =Qdt    Qs 

 
Qst 

7 E (8½,7) 

6 R  A Et (9,6) 

 

 
P Q   S   B T 

0 5  6 7 8  9 12 P 

Gambar 4.16 

 

Total pajak yang diterima oleh pemerintah = luas jajaran genjang PQEt  
R = luas segi empat RSTEt yaitu 6 satuan. Total pajak yang ditanggung 

oleh konsumen = luas segiempat ABTEt yaitu 3 satuan. Total pajak yang 

ditanggung oleh produsen = luas segi empat RABS yaitu 3 satuan 

 
 

Contoh 4-11 

Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang masing-masing : 

Qd = 25 - P dan Qs = - 5 +  1 P 
 

P 12 8,5 0 

Qd 0 7 24 

 

P 5 6 7 8,5 

Qs 0 2 4 7 

 

P 6 7 8 9 9,5 
Qst 0 2 4 6 7 
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Jika terhadap setiap unit barang yang terjual dikenakan pajak sebesar 25%. 

(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan yang baru dan sebelum 

dikenakan pajak. 

(b) Tentukanlah total pajak yang diterima oleh pemerintah. 

(c) Gambar grafik dalam satu gambar. 

 
Penyelesaian 

(a) Setelah adanya pajak (r = 25%) fungsi permintaan dan penawarannya 

sebagai berikut : 

 
Qdr =Qd = 25 - P (fungsi permintaan, tetap) 

 P 
Qsr = d

(1  r) 
  c (fungsi penawaran, berubah) 

 

1 
Oleh karena d = 

2 
, dan c = - 5 (lihat fungsi penawaran awal), maka 

1  P  P 

Qsr = 2 


(1 0,25) 
  5  

2,5 
 5 

 



Keseimbangan pasar setelah pajak terjadi bila Qdr = Qsr : 
 

Qdr = Qsr 2 
30 = 1   P 

 

25 – P = 

 

30 = 

P  
 5 

2,5 
P  
 P 

5 

7 
30 =   P , 

5 
2,5 

= 
2 

P  P 
5 

150 

P = Pr = 
150 

7 

Bila Pr =   
7 

, dimasukkan ke Qdr, didapat harga Qr sebagai berikut : 

Qdr = 25 - P 

150 

Qr = 25 -   
7 175  150 

Qr =
 7 25 

=   
7 

150 

(gantikan P dengan Pr =   
7  

) 

Harga dan kuantitas keseimbangan pasar setelah pajak (keseimbangan 

baru), adalah : Pr = dan Qr = atau Er ( , ) 
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. 

2 

2,5 

Keseimbangan pasar sebelum pajak, bila Qd = Qs 

Qd = Qs 

25 – P = - 5 +  1 P Qd  = 25 - P 
2 

30 = 1,5 P 

P = PE = 20 

QE  = 25 - 20 (gantikan P dengan PE) 
= 5 

QE = 5 
 

Harga dan kuantitas keseimbangan pasar sebelum pajak adalah : PE = 

20 dan QE = 5 atau E(20, 5) 

(b) Besarnya pajak total yang diterima oleh pemerintah (T). 

Dihitung terlebih dahulu t, sebagai berikut. 

t =  r.  
Pr 

=  0,25
 150 / 7   

=  
30 

 
   

1  r 
 

1  0,25 
 

7 
 



Selanjutnya total pajak yang diterima oleh pemerintah (T) 

T = t .Qr 

= = 
 

(c) Gambar grafiknya 
 

Qd = - P + 25 Qs =  
1 P  5 

 

 

Qsr =   P   - 5 

 
 

 

Qd, Qs, QE, Qsr, Qr 

25 

20 

15  Qd =Qdr = f(P) 

10  Qs = f(P) 

5  QE  E Qsr = f(P) 

25/7 
  

Qr 
   

Er 

  . 

0 5  10 15  20  25 P 
- 5 120/7 150/7 

(PE)   (Pr) 

Gambar 4.17 

Luas segiempat yang diarsir, menunjukkan total pajak yang diterima oleh 

pemerintah. 
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P 0 25 

Qd 25 0 

 

P 10 12 16 0 

Qs 0 1 3 -5 

 

P 12,5 15 20 0 
Qsr 0 1 3 - 5 
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4.6 Pengaruh Subsidi Terhadap Keseimbangan Pasar 
Bila pemerintah memberikan subsidi terhadap barang/jasa yang dijual, 

maka harga per unit barang (jasa) tersebut akan turun dan sebaliknya kuan- 

titas barang (jasa) yang diminta oleh konsumen akan naik. Besarnya subsi- 

di yang diberikan oleh pemerintah per unit barang (jasa), akan menggeser 

kurva penawaran ke bawah sebesar subsidi tersebut, dan kurva permintaan 

tetap. 

 
■ Subsidi s per unit 

Ditulis kembali fungsi permintaan dan penawaran suatu barang semula 

(sebelum subsidi), sebagai berikut. 

Qd = f(P) = a - bP 

Qs = g(P) = c + dP 

(1) Keseimbangan pasar sebelum subsidi. 

Ditulis kembali, syarat keseimbangan pasar awal/sebelum subsidi adalah 

 
Qd = Qs 

(2) Keseimbangan pasar setelah subsidi. 

Setelah pemerintah memberikan subsidi terhadap barang (jasa) yang di- 

jual sebesar s per unit, maka fungsi permintaannya tetap, dan fungsi 

penawaran akan berubah sebagai berikut : 

 
Fungsi permintaan : (4.20) 

 
 

Fungsi penawaran : (4.21) 

 
Keseimbangan pasar akan dicapai bila : 

 

(4.22) 
 

atau 

(4.23) 

 

Titik keseimbangan pasar setelah subsidi adalah : Es (Ps, Qs ) 

(3) Perubahan harga per unit barang, perubahan kuantitas barang, subsi-  

di yang dinikmati oleh konsumen dan produsen, serta besarnya subsidi 

yang dikeluarkan oleh pemerintah, dapat dihitung sebagai berikut : 

(a) Perubahan harga per-unit barang ( P) 
 

(4.24) 
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Q 

 

 
(b) Perubahan kuantitas barang diminta (Q) 

 

(4.25) 

 

(c) Besarnya subsidi per unit barang/jasa yang dinikmati konsumen (sk) 

 

(4.26) 

 

Total subsidi yang dinikmati konsumen (Sk) 

 

(4.27) 

 
(d) Besarnya subsidi per unit barang/jasa yang dinikmati produsen (sp) 

 

 

 
Total subsidi yang diterima oleh produsen (Sp) 

 
(4.28) 

 
 

(4.29) 
 

 
(e) Total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah (S) 

 

 
(4.30) 

 
Untuk lebih jelasnya, pada keadaan keseimbangan pasar sebelum dan 

sesudah subsidi disajikan pada Gambar 4.18: 
 

Qd, Qs, Qds, Qss 

 
Qd = Qds = f(P) 

Keterangan Gambar 4.18. 

E = Titik keseimbangan pasar sebelum subsidi 

Es = Titik keseimbangan pasar setelah subsidi 

PE = Harga per unit barang sebelum subsidi 

Qs 
E 

Qss= g(P)  Qs= g(P) 
M 

s R 

Ps = Harga per unit barang setelah subsidi 
PE - Ps = p = Perubahan harga per-unit barang 

atau besar subsidi per-unit yang dinikmati oleh 

QE E 

 
 

0  P2 Ps  P1  PE    N P 

 
 

Gambar 4.18 

konsumen 

N - Ps = P1 - P2 = s = Besar subsidi per-unit 

barang 

QE = Kuantitas barang keseimbangan pasar 

sebelum subsidi 

Qs = Kuantitas barang keseimbangan 

pasar setelah subsidi 

Qs - QE =Q = Perubahan kuantitas barang 
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2 

4 

2 2 

4 4 

2 

2 

3 

2 3 


= = 

 

 
 Total subsidi yang diberikan pemerintah (S) ditunjukkan oleh luas jajaran 

genjang P2 Es R P1  luas segi empat Ps Es R N yaitu, (s.Qs). 

 Total subsidi yang dinikmati oleh konsumen ditunjukkan oleh luas segi em- 

pat Ps Es M PE yaitu (P).(Qs ) 
 Total subsidi yang dinikmati oleh produsen ditunjukkan oleh luas segi em- 

pat PE M R N yaitu (s - P).Qs 

 
Contoh 4- 12 

Fungsi permintaan suatu barang Qd = 5 -  1 P  dan fungsi penawarannya  

Qs = P - 3. Jika pemerintah memberikan subsidi sebesar s = 3/4 tiap unit 
barang yang dijual. 

(a) Tentukanlah besarnya total subsidi yang dinikmati oleh konsumen dan 

yang dinikmati oleh produsen. 

(b) Tentukanlah total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

(c) Buatlah grafiknya. 

 
Penyelesaian 

Fungsi sebelum subsidi Fungsi setelah subsidi s =  3 /unit 

Qd = 5 -  1 P Qds = 5 -  
1 P 

Qs = P - 3 Qss = (P+ s) – 3 = (P+  3 ) - 3 = P - 2 1 

 

(a) Keseimbangan sebelum subsidi terjadi, jika Qd = Qs : 
 

Qd = Qs 

5 - 1 P  = P – 3 

1 1 P = 8 

 
Selanjutnya substitusikan PE = 16 , ke fungsi Qd 

atau Qs, untuk mendapatkan QE. 

Qs = P – 3 
 3 P = 8 QE =   16 – 3 (gantikan P dengan PE) 

P = PE = 
= 

16  9 
= 3 

 

Titik keseimbangan sebelum subsidi adalah E(PE, QE) = , ). 

Keseimbangan setelah adanya subsidi, jika Qds = Qss. 
Qds = Qss 
 1  1 

Qs = …? 
Substitusikan  Ps =  29 ,  ke  fungsi Qds atau 

5 - 
2 
P  = P – 2 

4 

1 1 P = 7 1 

6 

Qss, untuk mendapatkan Qs 
 1 

2 4 Qds = 5 - 
2 
P 

 3 P = 29 1    29 

2 4 

P = Ps = 
 

 29 58 
6 12 

Qs = 5 -  
2 
( 

6 
) (gantikan P dengan Ps) 

60  29 31 
12 

12 
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= ( - ). 

= ( - ). 
 

 
 

 

144 

 
 

 
 

12 

 
 

 
 

 
 

2 4 

 
 

Titik keseimbangan setelah subsidi adalah Es (Ps,Qs) = Es , ). 

Total subsidi yang dinikmati oleh konsumen (Sk) 

Sk  = P. Qs 

= (PE - Ps) .Qs 

 
= ( 6 ).( )= 186 

12 144 

 

Jadi, total subsidi yang dinikmati oleh konsumen sebesar 186 

 

Total subsidi yang dinikmati oleh produsen (Sp) 

Sp = (s - P).Qs 

= (    - 
6 ). ) 

= ( - 6 ). = ( 3  )( ) =  93  

12 12 144 

 

Jadi, total subsidi yang dinikmati oleh produsen sebesar  93  

144 

(b) Total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah (S) 

S = Sk + Sp = s.Qs 

=  186 + 
144 

(c) Gambar grafiknya 

Qd = 5 -  1 P 

 93  = 
144 

 

 
Qs = P – 3 Qss = P - 2 1 

 

 

 

 
 

 
 

Gambar 4.19 
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Qd, Qs, Qds, Qss 

5

Qss = g(P) 

Qs =g(P) 

31/12 

7/3 

 
E

s M R 

 E 

Qd = Qds = f(P) 

P 

0 9 
4 

3 

Q R 
58    16 
12     3 

N 10 p 

P 10 0 

Qd 0 5 

 

P 3 4 16 

3 6 

Qs 0 1 
 7 
3 3 

 

 
 

P  9 
4 

13 

4 
17 

4 
58 

12 

Qss 0 1 2 
31 

12 
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Q d1 = f( P1, P2 ) 

Q s1 = g( P1, P2 ) 

Qd 2 = f( P1, P2 ) 

Qs2 = g( P1, P2 ) 

Qd1  Qs1 

Qd 2  Qs2 

 

4.7 Keseimbangan Pasar Dua Jenis Barang 
Terhadap barang yang mempunyai hubungan substitusi, kuantitas ba- 

rang yang diminta atau ditawarkan selain tergantung dari harga barang itu 

sendiri, juga tergantung dari harga barang lainnya. Bila fungsi permintaan 

dan penawaran masing-masing barang tersebut adalah sebagai berikut : 

 
■ Fungsi permintaan dan penawaran barang pertama 

 
(4.31) 

 
 

(4.32) 

 
 

■ Fungsi permintaan dan penawaran barang kedua 

 
(4.33) 

 
 

(4.34) 

 
 

Keseimbangan pasar akan tercapai/terjadi jika : 

 
(1) Kuantitas barang pertama yang diminta sama dengan yang ditawarkan 

 

 
(4.35) 

dan, 
 

(2) Kuantitas barang kedua yang diminta sama dengan yang ditawarkan 
 

(4.36) 

 

Harga dan kuantitas keseimbangan pasar untuk masing-masing barang 

(barang pertama dan kedua) yaitu P1(E), Q1(E) dan P2(E), Q2(E) dapat dicari 

dengan menyelesaikan secara simultan (4.35) dan (4.36) atau menyelesaikan 

secara simultan (4.31), (4.32), (4.33) dan (4.34). P1 dan P2 adalah harga per 

unit barang pertama dan kedua. Q1 dan Q2 adalah kuantitas barang pertama 

dan kedua. Model analisis keseimbangan pasar dua jenis barang ini dapat 

diperluas untuk lebih dari dua jenis barang ( n > 2) jenis barang 

 
Contoh 4 - 13 

Permintaan dan penawaran dua jenis barang yang memiliki hubungan sub- 

stitusi masing- masing ditunjukkan oleh pasangan fungsi di bawah ini: 
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Jenis Barang Permintaan Penawaran 

Barang Pertama 

Barang kedua 

Q d1 = 100 - 2 P1 + 3 P2 

Q d 2 = 150 + 4 P1  - P2 

Q s1 = 2 P1 
- 4 

Q s2 = 3 P2 - 6 

 

Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan untuk masing-masing ba- 

rang. 
 

Penyelesaian 

Q d1 = 100 - 2 P1 + 3 P2 

 

(1) 

Q s1 = 2 P1 - 4 (2) 

Q d 2 = 150 + 4 P1  - P2 (3)  

Q s2 = 3 P2 - 6 (4) 

 

Dari (1) dan (2) didapat:  
100 - 2 P1 + 3 P2 

 
= 2 P1 - 4 

 
Dari (3) dan (4) didapat: 

4 P1  - 3 P2 = 104 (5) 

150 + 4 P1   - P2  = 3 P2 - 6 

 
Dari(5) dan (6) didapat : 

- 4 P1  + 4 P2 = 156 (6) 

 
 
 
 

Selanjutnya: 

4P1  3P2  104 

4P1  4P2  156 


P2 P2( E )  260 

Bila P2(E) = 260 dimasukkan ke (5) atau (6) akan diperoleh P1(E) = 221 
Bila P2(E) = 260 dan P1(E) = 221 dimasukkan ke (1) atau P1(E) = 221 

dimasukkan ke (2) diperoleh Q1(E) = 438 

Bila P2(E) = 260 dan P1(E) = 221 dimasukkan ke (3) atau P2(E) = 260 

dimasukkan ke (4) diperoleh  Q2(E) = 774 

Jadi, harga dan kuantitas keseimbangan barang pertama adalah P1(E) = 221 

dan Q1(E) = 438. Sementara itu, harga dan kuantitas keseimbangan barang 

kedua adalah P2(E) = 260 dan Q2(E) = 774 

 
4.8 Pengaruh Pajak dan Subsidi Terhadap Keseimbangan 

Dua Jenis Barang 
Pengenaan pajak dan pemberian subsidi oleh pemerintah terhadap sa- 

lah satu barang yang memilki hubungan substitusi, dapat mempengaruhi 

harga dan kuantitas barang itu sendiri, dan dapat juga mempengaruhi harga 

dan kuantitas barang lainnya yang diminta/ditawarkan.Terhadap kedua  je- 
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nis barang itu dapat saja keduanya dikenakan pajak atau keduanya barang 

diberikan subsidi atau salah satunya dikenakan pajak dan barang lainnya 

diberikan subsidi. Seperti analisis pengaruh pajak dan subsidi terhadap ke- 

seimbangan pasar satu jenis barang, fungsi permintaan pembeli/konsumen 

dianggap tetap, yang berubah hanyalah fungsi penawarannya. 

 
 

Contoh 4-14 

Permintaan dan penawaran dua jenis barang yang memiliki hubungan 

substitusi ditunjukkan oleh pasangan fungsi berikut ini 

 
Jenis barang Permintaan Penawaran 
Barang Pertama 

Barang kedua 
Qd1 = 5 - P1 + P2 
Qd2 = 10 - P2 - P1 

Qs1 = P1 + P2 - 5 

Qs2 = 2P2 - P1 - 2 
 

Pemerintah mengenakan pajak penjualan sebesar 1/2 per unit untuk barang 

pertama, dan 1 per unit terhadap barang yang kedua.Tentukanlah harga dan 

kuantitas keseimbangan untuk masing-masing barang sebelum dan setelah 

pemerintah mengenakan pajak. Hitunglah total pajak yang diterima oleh pe- 

merintah. 

 
Penyelesaian 

Qd1 = 5 – P1 + P2 (1) 

Qs1 = P1 + P2 - 5 (2) 

Qd2 = 10 - P2 - P1 (3) 

Qs2 = 2P2 - P1 - 2 (4) 

Keseimbangan sebelum pajak 

Harga dan kuantitas keseimbangan pasar untuk barang pertama dan kedua 

dicari dengan penyelesaian simultan (1), (2), (3) dan (4) sebagai berikut : 

 
Dari (1) dan (2) didapat : 

5 - P1 + P2 = P1 + P2 - 5 

2P1 = 10 

P1 = P1(E)  = 5 

Dari (3) dan (4) didapat: 

10 - P2 - P1 = 2P2 - P2 - 2 

12 = 3P2 

P2 = P2(E) = 4 

Selanjutnya, bila P1(E) = 5 dan P2(E) = 4 dimasukkan ke (1) atau (2) diperoleh 

Q1(E), sebagai berikut: 

Qd1 = - P1 + P2 + 5 

Q1(E) = - 5 + 4 + 5 
Q1(E) = 4 
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Dan, P1(E) = 5 dan P2(E) = 4 dimasukkan ke (3) atau (4) diperoleh Q2(E), 

sebagai berikut: 

Qd2 = - P2 - P1 + 10 

Q2(E)   = - 4 - 5 + 10 
Q2(E)   = 1 

Jadi, harga dan kuantitas keseimbangan pasar sebelum pajak untuk barang 

pertama adalah P1(E) = 5 dan Q1(E) = 1. Untuk barang kedua adalah P2(E) = 

4 dan Q2(E) = 1. 

Keseimbangan pasar setelah pajak 

Fungsi permintaan kedua jenis barang itu tetap, yang berubah fungsi pena- 

warannya, sebagai berikut: 

 
Qd1(t) = 5 - P1 + P2 (tetap) (1.1) 

Qs1(t) = (P1 - 1/2) + P2 - 5 = P1 + P2 - 5½ (berubah) (2.1) 

Qd2(t) = 10 –P2 - P1 (tetap) (3.1) 

Qs2(t) = 2( P2 - 1) – P1 - 2 = 2P2 – P1 - 4 (berubah) (4.1) 

 
Dari (1.1) dan (2.1) didapat: 

5 - P1 + P2 = P1 + P2 - 5½ 

10 = 2P1 

P1 =  P1 = P1( t ) =  
 

Dari (3.1) dan (4.1) didapat: 

10 - P2 - P1 = 2P2 - P1 - 4 

3P2 = 14 

P2 =    P2 = P2( t ) =  
 

 
Selanjutnya, bila P1(t) =      dan P2(t) =  dimasukkan ke (2.1) atau ke (1.1) 

diperoleh Q1(t), sebagai berikut: 

Qd1(t) = P1 + P2 - 5 

= + - 

= 

Qd1(t) = Q1( t ) = 

 
Bila P1(t) =  dan P2(t) =  dimasukkan ke (4.1) diperoleh Q2(t), sebagai 

berikut: 
 

Qs2(t) = 2P2 - P1 - 4 
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123 

 
 

= 2 )  - 4 

= 
 

= 
 

= 
 

Qs2(t) = Q2( t ) = 

Jadi,  harga  dan  kuantitas keseimbangan  pasar  setelah  dikenakan pajak 
untuk barang pertama adalah P  21  dan Q =  

53 
. Untuk barang kedua 

adalah P2(t) =  
14  dan Q2(t) = 

1  
1(t) =  4 1(t) 12 

 

Total pajak yang diterima oleh pemerintah (T) adalah penjumlahan dari 

hasil kali pajak per unit masing-masing dengan kuantitas masing-masing 

barang setelah adanya pajak. 

 
T = t1 .Q1( t ) + t2 .Q2( t ) 

= . + ) 

= + 

= 
 

 

4.9 Analisis Pulang Pokok 

4.9.1 Fungsi Penerimaan Total 
Penerimaan total (total revenu = total penjualan) bagi sebuah perusahaan 

adalah fungsi dari kuantitas barang yang dijual (diproduksi). Besarnya 

(nilainya) merupakan hasil kali antara kuantitas barang yang diproduksi 

(dijual) dengan harga barang per unitnya. Secara matematis dapat dinya- 

takan sebagai berikut: 

 
 

(4.37) 

 

 
R = total revenu (total penerimaan, total penjualan), Q = kuantitas barang 

yang diproduksi/ terjual dan P = harga per unit barang. 

 
■ Penerimaan rata-rata (Average Revenu) 

Average Revenu (AR) adalah penerimaan total dibagi kuantitas barang yang 

diproduksi (dijual). 
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R  
 

Q.P 


Q Q 

 
C 

 
C 
 C 

Q 

 
 
 

 
(4.38) 

 
Jadi, penerimaan rata-rata sama dengan harga per unit barang yang dipro- 

duksi (dijual). 
 

4.9.2 Fungsi Biaya 
Biaya total yang dikeluarkan untuk memproduksi suatu barang akan 

semakin besar bila kuantitas produksinya semakin banyak. Ini berarti biaya 

total adalah fungsi dari kuantitas barang yang diproduksi. Besarnya biaya 

total ini merupakan hasil kali antara banyaknya barang yang diproduksi 

dengan biaya rata-rata per unit, yang dapat dinyatakan sebagai: 
 

(4.39) 

 
C = biaya total (total cost), Q = kuantitas barang yang diproduksi. 

C  = biaya rata- rata per unit barang. 

 
Biaya total dapat dibagi atas dua kelompok umum yaitu biaya tetap 

(fixed cost) dan biaya variabel (variable cost). Biaya tetap adalah biaya 

yang senantiasa tetap besarnya, tidak tergantung dari banyak sedikitnya ba- 

rang yang diproduksi, seperti antara lain : gaji pegawai, sewa, bunga uang, 

penyusutan. Sementara biaya variabel adalah biaya yang besarnya dapat 

berubah-ubah tergantung dari banyak sedikitnya barang yang diproduksi, 

seperti antara lain: upah tenaga kerja, bahan baku, biaya advertensi. 

Jadi, biaya variabel inilah yang sebenarnya merupakan fungsi dari 

banyaknya barang yang diproduksi, yang dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 
 

(4.40) 

 
v = biaya variabel per unit barang, Q = kuantitas barang yang diproduksi. 

 
Dikaitkan dengan biaya tetap (fixed cost) dan biaya variabel (variabel 

cost) maka biaya total (total cost) dapat dinyatakan sebagai berikut : 

 

(4.41) 

 

 
■ Biaya rata-rata (Average Cost) 

Biaya rata-rata atau biaya per unit (AC) adalah hasil bagi biaya total de- 

ngan kuantitas barang yang diproduksi. 
 

(4.42) 
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

FC 

(P  v) 

 

 

4.9.3 Keuntungan, Kerugian dan Pulang Pokok 
Bila total revenu (total penjualan) lebih besar dari total biaya, maka peru- 

sahaan tersebut mendapat untung/laba. Bila total revenu lebih kecil dari total 

biaya, maka perusahaan tersebut menderita kerugian (keuntungan negatif), 

dan apabila total revenu sama dengan total biaya maka perusahaan ter- 

sebut berada dalam keadaan pulang pokok. Dalam keadaan pulang pokok 

perusahaan tidak mendapat laba dan tidak pula menderita kerugian. Secara 

grafis titik potong antara kurva total revenue (R) dan biaya total biaya (C) 

menunjukkan titik pulang pokok (Break Even Point). 

Persamaan yang menyatakan hubungan antara laba, total revenu dan 

total biaya adalah: 

(4.43) 

 

R = Total revenu/ total penjualan, C = biaya total dan  = Laba. Bila  positif 

= laba, dan bila  negatif = rugi, dan bila  = 0 keadaan pulang  pokok. 

Keadaan pulang pokok bila dinyatakan dalam grafik, seperti Gambar 4.20. 

Gambar 4.20 

 
■ Titik Pulang Pokok (BEP) 

Titik pulang pokok (titik impas) terjadi bila penerimaan total (R) yang 

diterima perusahaan sama dengan biaya total (C) yang dikeluarkan oleh 

perusahaan, yang dapat dinyatakan sebagai berikut : 

R = C 

R = FC + VC 

R - VC = FC 

P.Q - vQ = PC 

Q(P - v) = FC 

 

 
(4.44) 

 

 
VC = total variabel cost = total biaya variabel. 

v = biaya variabel per unit. 

P = harga jual per unit produk .  

QE = kuantitas pulang pokok/impas. 
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FC = total biaya tetap. 

R = penerimaan total/total penjualan. 

(P - v)   = profit margin atau kontribusi. 

 
 

Contoh 4 - 15 

Biaya total sebuah perusahaan yang memproduksi sejenis barang ditunjuk- 

kan oleh C = 30.000 + 100Q dan penerimaan totalnya R = 200Q 

Pertanyaan 

(a) Berapa unit perusahaan tersebut berproduksi agar berada pada posisi 

impas (pulang pokok)? 

(b) Rugi atau untungkah bila perusahaan tersebut berproduksi 400 unit? 

 
Penyelesaian 

(a) QE = …? 

Keadaan pulang pokok akan tercapai bila penerimaan total sama dengan 

biaya total 

C = R 

30.000 + 100Q = 200Q 

30.000 = 100Q 

Q = 300 

 
Jadi, agar perusahaan tersebut berada pada posisi pulang pokok (impas), 

seharusnya berproduksi sebanyak 300 unit. 

 

(b) Bila Q = 400, maka  postif atau negatif? 

Bila Q  = 400, maka 

C  = 30.000 + 100Q 

= 30.000 + 100 (400) = 70.000 

 
R  = 200Q 

= 200(400) = 80.000 

 
Oleh karena R = 80.000 > C = 70.000, maka perusahaan tersebut mem- 

peroleh keuntungan (  yang positif). 

 

Contoh 4 - 16 

Sejenis barang diproduksi dengan biaya tetap Rp 5.000,00, biaya variabel 

per unit (v) Rp 20,00 dan harga jual nya (P) sebesar Rp 30,00 per unit. 

(a) Tentukanlah kuantitas impas (kuantitas pulang pokok). 

(b) Agar diperoleh laba sebesar Rp 2.500,00, berapa unit sebaiknya berpro- 

duksi? 
 

Penyelesaian 

(a) QE = …? 
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FC = 5.000 

VC = Q.v 

= Q.20 = 20Q 

 
C = VC + FC = 20Q + 5.000 

 
R = Q.P 

= Q.30 

= 30Q 

 

Keadaan pulang pokok tercapai bila, C = R. 
 

C = R 

5.000 + 20Q = 30Q 

Q = 500 

atau  
QE = 

FC 
 

 

(P  v) 

 

Jadi, kuantitas impas sebanyak 500 unit 

(b) Bila Laba (  ) = 2.500, Q = ...? 

   = R - C 
2.500 = 30Q - (5.000 + 20Q) 

7.500 = 10Q 

Q  = 750 

= = 500 

 

Jadi, agar diperoleh laba Rp 2.500,00 seharusnya berproduksi sebanyak 

750 unit. 

 
 

Contoh 4 - 17 

Sebuah perusahaan menjual hasil produksinya Rp 10,00 per unit. Biaya 

tetap yang dikeluarkan untuk berproduksi sebesar Rp 4.000,00. Sementara 

biaya variabel diperkirakan 40% dari penerimaan total. Berapakah biaya 

total apabila berproduksi 5.000 unit? 
 

Penyelesaian  
FC = 4.000 

P = 10 

VC = 40%(R) = 0,4R = 0,4(PQ) 

= 0,4 (10Q) = 4Q 

Bila Q = 5.000, C = ... ? 

C = FC + VC 

= 4.000 + 4Q 

= 4.000 + 4.(5.000) 

= 24.000 
 

Jadi, apabila perusahaan tersebut berproduksi sebanyak 5.000 unit, maka 

biaya total yang dikeluarkan sebanyak Rp 24.000,00 
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4.10 Penentuan Pendapatan Nasional 

4.10.1 Fungsi Konsumsi, Tabungan, Investasi, Impor dan Pajak 
■ Fungsi Konsumsi 

Dalam jangka pendek fungsi konsumsi dapat dianggap linear. Besar ke- 

cilnya konsumsi nasional suatu negara tergantung dari pendapatan nasio- 

nalnya. Hubungan konsumsi dan pendapatan nasional secara umum dapat 

dinyatakan sebagai : 
 

(4.45) 
 

dan, dalam bentuk linearnya adalah sebagai berikut : 
 

(4.46) 

 
 

dan menurut Keynes, pendapatan nasional suatu negara terdiri dari konsu- 

msi dan tabungan nasional, yang dapat dinyatakan sebagai, berikut : 
 

4.47) 

 
 

■ Fungsi Tabungan. 

Tabungan dari suatu negara juga tergantung dari besar kecilnya penda- 

patan nasionalnya. Secara umum fungsi tabungan dapat dinyatakan seba- 

gai, 
 

(4.48) 
 

dan, bentuk linearnya dapat diturunkan dengan memasukkan C dalam 

rumus (4.46) ke rumus (4.47) didapat, 
 

                                    (4.49) 

 
C = Konsumsi nasional 
Y = Pendapatan nasional. 
S = Tabungan nasional 
C0 = Kosumsi otonom yaitu besarnya konsumsi nasional     apabila 
 

b 
 

= 
pendapatan nasional nol (merupakan konstanta). 

(C/Y) = Marginal Propensity to Consume (MPC) yaitu besar- 

  nya tambahan konsumsi sebagai akibat adanya tambahan    1 
  unit pendapatan nasional. 
(1- b) = (1 - MPC) = MPS = Marginal Propensity to saving (MPS) yai-    

tu besarnya tambahan tabungan sebagai akibat adanya tam- 

bahan 1 unit pendapatan nasional. 
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■ Fungsi Investasi 

Hubungan antara investasi (I) dengan tingkat suku bunga (i) dinyatakan 

oleh fungsi berikut: 
 

(4.50) 
 

dan bentuk linearnya adalah sebagai berikut: 
 
 

 
(4.51) 

 
I0 adalah investasi otonom, dan b adalah koefisien suku bunga i. 

■ Fungsi Impor 

Hubungan antara impor (M) dengan pendapatan nasional (Y) adalah 

sebagai berikut: 
 

(4.52) 
 
 

dan bentuk linearnya adalah sebagai berikut: 

(4.53) 

 

M = impor, M0 = impor bila Y = 0 (impor yang tidak terpengaruh pendapatan 

nasional), m = marginal propencity to import. 
 
■ Fungsi Pajak 

Hubungan antara pajak (T) dengan pendapatan nasional (Y) adalah 

sebagai berikut: 
 

(4.54) 

dan bentuk linearnya adalah sebagai berikut: 
 

 
(4.55) 

 

T = pajak, T0 = impor bila Y = 0 (pajak yang tidak terpengaruh pendapatan 

nasional), h = marginal rate of taxation. 

 

4.10.2 Pendapatan Nasional dan Pendapatan Disposabel 
Pendapatan nasional. Pendapatan nasional pada dasarnya merupakan 

total dari pendapatan semua sektor didalam suatu negara yaitu sektor ru- 

mah tangga, sektor badan usaha dan sektor pemerintah. Sementara penda- 

patan disposabel (disposable income) adalah pendapatan nasional   yang 
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secara nyata dapat dibelanjakan oleh masyarakat. Pendapatan disposabel 

adalah pendapatan nasional setelah dikurangi pajak dan ditambah pem- 

bayaran alihan. Hubungan antara pendapatan nasional dan pendapatan 

disposabel suatu negara adalah sebagai berikut: 
 

(4.56) 

 

Yd = Pendapatan disposabel, 

Y  = Pendapatan nasional, 

T  = Pajak dan R = pembayaran alihan (transfer payment). 

 
Oleh karena pendapatan disposabel adalah pendapatan nasional yang 

siap dibelanjakan, maka konsumsi (C) merupakan fungsi dari pendapatan 

disposabel (Yd), yang dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 

(4.57) 
 
 

 

4.10.3 Pendapatan Nasional Keseimbangan 
Syarat dari pendapatan nasional dalam keseimbangan adalah: 

 

 
(4.58) 

 
 

1) Perekonomian dua sektor 

Perekonomian dua sektor juga disebut perekonomian tertutup sederha- 

na. Dalam perekonomian dua sektor tidak terdapat peran pemerintah 

(transaksi pemerintah) dan hubungan luar negeri (perdagangan dengan 

negara lain). Unsur-unsur pendapatan nasional di sini adalah konsumsi, 

tabungan dan investasi. 

 
Penawaran agregat Permintaan agregat 

Y = C + S Y = C + I 

 

Syarat terjadinya keseimbangan pendapatan nasional adalah 

 
 

atau (4.59) 

 
 
 

(2) Perekonomian tiga sektor 

Dalam perekonomian tiga sektor, terdapat peran pemerintah  (transaksi 
 

Nata Wirawan 87 



4. Aplikasi Fungsi Linear dalam Ekonomi dan Bisnis 
 

 
 

pemerintah), namun hubungan luar negeri (perdagangan dengan negara 

lain) tidak ada. Unsur-unsur pendapatan nasional adalah 

 
Penawaran agregat Permintaan agregat 

Y = C + S + T - R  Y = C + I + G 

Syarat terjadinya keseimbangan pendapatan nasional adalah 
 
 

 
(4.60) 

 

G = pengeluaran pemerintah 

 
(3) Perekonomian empat sektor 

Perekonomian empat sektor juga disebut perekonomian terbuka.Dalam 

perekonomian ini terdapat peran pemerintah (transaksi pemerintah), dan 

hubungan luar negeri (perdagangan dengan negara lain). Unsur-unsur 

pendapatan nasional adalah 

 
Penawaran agregat Permintaan agregat 

Y = C + S + T - R Y = C + I + G + (X – M) 

Syarat terjadinya keseimbangan pendapatan nasional adalah 
 
 

 
(4.61) 

dengan, 

X = ekspor, M = impor, (X - M ) = ekspor bersih, dan disini berlaku 

I = I0, G = G0, X = X0, R = R0. 

T = T0 + hY 

M = M0 + mY 
 
 

Contoh 4-18 

Konsumsi masyarakat sebuah negara ditunjukkan oleh, C = 40 + 0,4 Y 

(a) Berapakah besar konsumsinya, jika  pendapatan nasionalnya 200? 

(b) Tentukanlah fungsi tabungannya. 

 
Penyelesaian 

(a) Bila Y = 200, maka C = . . . ? 

C  = 40 + 0,4Y 

= 40 + 0,4 (200) 

= 40 + 80 = 120 

 
Jadi, besar konsumsi masyarakat negara tersebut bila pendapatan na- 

sionalnya 200 adalah 120. 
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(b) Fungsi tabungan, S = f(Y) ? 

Telah diketahui, C0 = 40, b = 0,4. 

maka, 

S = - C0 + (1 - b)Y 
= - 40 + (1 - 0,4)Y 

= - 40 + 0,6Y 

 
Jadi, fungsi tabungannya adalah S = f(Y) = - 40 + 0,6Y 

 
 

Contoh 4 - 19 

Untuk perekonomian suatu negara secara keseluruhan konsumsi meru- 

pakan fungsi linear terhadap pendapatan nasionalnya. Pada setiap tingkat 

pendapatan, konsumsi sama dengan 4 miliar (dalam satuan uang negara 

tersebut) ditambah 80% dari pendapatan nasionalnya. 

 
Pertanyaan 

(a) Tentukanlah fungsi konsumsinya. 

(b) Tentukanlah besar konsumsi agregat apabila pendapatannya 30 miliar. 

(c) Buatlah grafiknya untuk butir (a) 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi konsumsi, C = f(Y)? 

C0 = 4 
b   = C/ Y = 80% = 0,8 

 
maka, 

C = C0 + bY 
C = f(Y) = 4 + 0,8 Y 

 
Jadi, fungsi konsumsinya adalah C = 4 + 0,8Y 

 
(b) Bila Y = 30, C = ... ? 

C = 4 + 0,8 Y 

= 4 + 0,8 (30) 

= 4 + 24 = 28 

 
Jadi, bila pendapatan nasional negara tersebut 30 miliar, maka besarnya 

konsumsinya adalah 28 miliar. 

 
(c) Gambar grafiknya 

 

C = 4 + 0,8 Y 

Y 0 - 5 
C 4 0 

(Y, C) (0, 4) (- 5, 0) 
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Gambar 4.20 
 

Contoh 4 - 20 

Konsumsi masyarakat suatu negara ditunjukkan oleh C = 15 + 0,6 Yd 
Berapakah konsumsi agregat bila pendapatan disposabelnya 10 miliar? 

 
Penyelesaian 

C = ... ? Bila Yd = 10 

C = 15 + 0,6Yd 
= 15 + 0,6(10) = 21 

 
Jadi, konsumsi agregat bila pendapatan disposabelnya 10 miliar = 21 miliar. 

 
 

Contoh 4 - 21 

Fungsi konsumsi masyarakat suatu negara adalah : C = 40 + 0,8Yd . Jika 

pemerintah menerima pembayaran pajak sebesar 12 dari masyarakat, tapi 

juga memberikan pembayaran alihan sebesar 4 kepada warga masyarakat- 

nya, berapa besar konsumsi masyarakat negara bila pendapatan nasio- 

nalnya sebesar 300. 
 

Penyelesaian 

C = 40 + 0,8 Yd 
T = 12 ; R = 4 

 
 

maka, 

Yd = Y - T + R 
= Y - 12 + 4 

= Y – 8 

 

Untuk Y = 300, didapat, 

Yd = Y – 8, 

= 300 – 8 = 292 

 
Selanjutnya konsumsinya dapat 

dihitung sebagai berikut : 

 

C = 40 + 0,8 Yd 
= 40 + 0,8 (292) 

= 40 + 233,6 

= 273,6 
 

Jadi, konsumsi masyarakat negara tersebut bila pendapatan nasionalnya 

300 adalah 273,6. 
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Contoh 4 - 22 

Tahun lalu pendapatan nasional suatu negara sebesar 1.000. Pengeluaran 

untuk konsumsinya sebesar 900. Tahun ini pendapatan nasionalnya me- 

ningkat hingga mencapai 1200, sementara pengeluaran konsumsinya juga 

meningkat hingga mencapai 1.040. Tentukanlah fungsi konsumsi dan tabu- 

ngannya. 

 
Penyelesaian 

C = f(Y)?, dan S = f(Y)? 

(Y1, C1) = (1.000, 900) dan (Y2, C2) = (1.200, 1.040) 

Per rumus 3.6, fungsi konsumsi dan tabungannya dapat ditentukan sebagai 

berikut 
 

Y  Y1 

Y2  Y1 

 
C  C1 

C2  C1 

140 
(Y  1.000)  C  900 

200 
 

Y  1.000 

1.200  1.000 
  

C  900 

1.040  900 

0,7Y – 700 = C – 900 

 
C = f(Y) = 200 + 0,7Y. 

Y  1.000 
 

C  900 
 

 
S = f(Y) = - C 

 
+ (1- b)Y 

200 140 
= - 200 + 

o 

0,3Y 
 

Jadi, fungsi konsumsinya adalah C = 200 + 0,7Y. 

Fungsi tabungannya adalah S = - 200 + 0,3Y 

 
 

Contoh 4 - 23 

Fungsi konsumsi masyarakat suatu negara (perekonomian dua sektor) ada- 

lah : C = 100 + 0,75Y. Sementara investasinya sebesar Rp 400 miliar. Ten- 

tukanlah pendapatan nasional keseimbangannya. 

 
Penyelesaian 

Per rumus (4.59) pendapatan nasional keseimbangan dapat dihitung seba- 

gai berikut: 

S = I 

Y – C  = I 

Y – (100 + 0,75Y) = 400 

- 100 + 0, 25 Y  = 400 

0,25Y   = 500 

Y = 2.000 

 
Jadi, pendapatan nasional keseimbangan sebesar Rp 2.000 miliar. 
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Contoh 4-24 

Perekonomian suatu negara merupakan perekonomian tiga sektor. Konsum- 

si masyarakatnya mengikuti fungsi : C = 600 + 0,75Yd. Investasi yang terjadi 

mencapai Rp 400 triliun, pengeluaran pemerintah sebesar Rp 800 triliun, 

pembayaran alihan kepada masyarakat sebesar Rp 200 triliun dan peneri- 

maan pajak sebesar Rp 400 triliun. Tentukanlah : 

(a) Pendapatan nasional keseimbangan 

(b) Konsumsi keseimbangan 

(c) Tabungan keseimbangan 

 
Penyelesaian 

I = 400, G = 800, R = 200 dan T = 400 

Nyatakan C = f(Yd) dalam C = f(Y) sebagai berikut: 

C = 600 + 0,75 Yd = 600 + 0,75 (Y - T + R) 

= 600 + 0,75(Y – 400 + 200) = 600 + 0,75(Y- 200) 
= 600 + 0,75Y – 150 

C = 450 + 0,75Y. 

S = Y – C = Y- (450 + 0,75Y) 

S  = - 450 + 0,25Y 

 
(a) Pendapatan nasional keseimbangan 

Per rumus (4.60) pendapatan keseimbangan dapat dihitung sebagai 

berikut: 

S + T – R  = I + G 

(- 450 + 0,25Y) + 400 - 200 = 400 + 800 

0,25Y = 1.450 

Y = 1.450/0,25 = 5.800 

 
Jadi, pendapatan nasional keseimbangan adalah Rp 5.800 triliun 

 
(b) Konsumsi keseimbangan 

C = 450 + 0,75Y  C = 450 + 0,75 (5.800) = 4.800 

Jadi, konsumsi keseimbangan adalah Rp 4.800 triliun 

 
(c) Tabungan keseimbangan 

S = Y – C 

= 5.800 – 4.800 = 1.000 

 
Jadi, tabungan keseimbangan adalah Rp 1.000 triliun 
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   Soal-soal Latihan  

 
 

4 - 1 Coba saudara periksa, yang mana diantara persamaan berikut ini 

merupakan fungsi permintaan, fungsi penawaran mungkin keduanya 

dan mungkin bukan keduanya. Q = banyaknya barang yang diminta 

konsumen (Qd) atau ditawarkan oleh produsen (Qs). P = harga per 

unit barang. 

(a)  P + 3Q - 14 = 0 (e)  3Q + 4P - 12 = 0 

(b)  P – 2Q - 4 = 0 (f )  P = 10 

(c)  5Q + 4P + 20 = 0 (g)  P + 2Q + 3 = 0 

(d)  Q – 3P = 0 (h)  Q = 5 

 
4 - 2   Fungsi permintaan terhadap sejenis barang berbentuk, 

Qd = -  1 P  10 

(a) Berapakah kuantitas barang yang diminta bila harga tiap unit 

barang tersebut: 2, dan 5? 

(b) Berapakah harga tertinggi yang bersedia dibayar untuk barang ini? 

(c) Berapakah kuantitas yang diminta, apabila barang tersebut adalah 

barang bebas? 

(d) Tentukanl nilai Qd dan P yang memenuhi fungsi permintaan. 
(e) Buatlah sketsa grafiknya. 

 

4 - 3   Fungsi penawaran suatu komoditi (barang) adalah Qs = 2P - 2 
(a) Tentukanlah kuantitas yang ditawarkan bila harga per unit barang 

tersebut: 4, dan 6. 

(b) Berapakah harga terendah barang ini sehingga masih ada 

produsen yang mau menawarkan barangnya?. 

(c) Tentukan batas-batas nilai Qs dan P yang memenuhi fungsi 
penawaran. 

(d) Buatlah grafiknya. 

 
4 - 4 Berdasarkan hasil penelitian sebuah pasar mengenai permintaan 

terhadap sejenis komoditas diperoleh data seperti yang tercantum 

pada tabel di bawah ini : 

 
Harga per unit 

(P) 
Jumlah unit barang yang 

diminta (Qd) 
5 

4 

3 

0 

2 

4 
 

Bila garis permintaan komoditas dianggap linear, berdasarkan data 

dalam tabel. 

(a) Tentukanlah fungsi permintaannya. 
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(b) Berapakah kuantitas barang yang diminta bila harga barang 2 per 

unit? 

(c) Buatlah grafiknya 

 
4 - 5 Berdasarkan hasil penelitian pasar, penawaran sejenis barang pada 

berbagai tingkat harga seperti tercantum pada tabel berikut : 

 
Harga per unit 

(P) 
Banyak barang 

yang ditawarkan (Qs) 
7 

5 
9 

3 
 

Bila garis penawaran barang tersebut dianggap linear, 

(a) Tentukanlah fungsi penawarannya. 

(b) Tentukanlah batas-batas nilai Qs dan P yang memenuhi fungsi 

penawarannya. 

(c) Bila harga per unit barang 4, berapa unit barang yang akan dita- 

warkan oleh produsen? 

(d) Tentukanlah harga per unit barang sehingga produsen bersedia 

menawarkan barangnya. 

(e) Buatlah sketsa grafiknya. 

 
4 - 6 Biaya tetap untuk memproduksi sejenis barang adalah Rp 3.000,00 

Biaya variabel per unit adalah 40% dari harga jual per unitnya. Harga 

jual per unitnya adalah Rp10,00 , tentukanlah kuantitas pulang pokok. 

Agar labanya Rp1800,00, berapa unit sebaiknya berproduksi? 

 
4 - 7 Berdasarkan hasil penelitian pasar terhadap permintaan dan penawar- 

an sejenis barang, memberikan data sebagai berikut : 

 

Harga per unit (P) 
Kuantitas yang 

diminta (Qd) 
Kuantitas yang ditawarkan 

(Qs) 
2 

4 
14 

8 
1 

5 
 

(a) Tentukanlah fungsi permintaannya. 

(b) Tentukanlah fungsi penawarannya. 

(c) Tentukanlah kuantitas dan harga keseimbangan pasar. 

(d) Buatlah grafiknya dalam satu gambar. 

 
4 - 8   Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang adalah: 

Qd =  1 P  25 dan Qs = 2P - 50 

Apabila pemerintah menarik pajak penjualan sebesar t = 5 per unit, 

(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan sebelum dan 

sesudah pajak. 

(b) Tentukanlah persentasi perubahan harga dan perubahan kuantitas 

keseimbangan, setelah pemerintah menarik pajak. 
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(c) Tentukanlah total pajak yang diterima oleh pemerintah. 

Tentukanlah total pajak yang ditanggung oleh produsen. 

Tentukanlah total pajak yang dibebankan kepada konsumen. 

(d) Buatlah grafiknya dalam satu gambar. 

4 - 9 Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang adalah : 

Qd = 40 - 2P dan Qs = 3P - 10 

Bila pemerintah memberikan subsidi sebesar 5 per unit atas  barang 
yang terjual 

(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan sebelum dan 

setelah subsidi. 

(b) Tentukanlah total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

Tentukanlah total subsidi yang dinikmati oleh produsen. 

Tentukanlah total subsidi yang dinikmati oleh konsumen. 

(c) Buatlah grafiknya. 

 
4 - 10 Fungsi permintaan dan fungsi penawaran sejenis barang berbentuk: 

5Qd + P - 80 = 0 dan 2Qs - P + 10 = 0. 

Tentukanlah kuantitas dan harga keseimbangan pasar sebelum dan 

setelah adanya kebijakan dari pemerintah di bawah ini, 

(a) Pemerintah mengenakan pajak penjualan sebesar t = 14 per unit. 

Serta hitunglah total pajak yang diterima pemerintah. 

(b) Pemerintah mengenakan pajak prosentase sebesar 15% per 

unit.  Serta hitunglah total pajak yang diterima pemerintah. 

(c) Pemerintah memberikan subsidi sebesar 14 per unit. Serta 

hitunglah besar total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

 
4 - 11 Suatu perusahaan menderita rugi sebesar Rp1.000,00, bila menjual 

barang sebanyak 20 unit. Tetapi bila perusahaan menjual barangnya 

sebanyak 100 unit, perusahaan akan memproleh laba sebanyak Rp 

3000,00. Bila harga jual barang tersebut Rp 150,00 per unit. 

Pertanyaan 

(a) Tentukanlah fungsi penerimaan total, biaya total dan fungsi biaya 

variabel. 

(b) Tentukanlah kuantitas pulang pokok (impas) 

(c) Tentukanlah besar penerimaan total, biaya total, biaya variabel 

dan biaya tetapnya pada posisi pulang pokok 

 
4 - 12 Biaya total yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan ditunjukkan 

oleh fungsi C = 10.000 + 50Q. Sementara penerimaan totalnya R = 

100Q. Pada produksi berapa unit perusahaan ini berada pada posisi 

pulang pokok. Apa yang terjadi (untung/rugi) bila perusahaan tersebut 

berproduksi sebanyak: (a) 250 unit, dan (b) 150 unit. Berapa besar 

biaya tetapnya? 

 
4 - 13 Biaya tetap untuk memproduksi sejumlah barang adalah Rp 3.000,00. 

Sementara  biaya  variabelnya  diperkirakan  60%  dari  penerimaan 
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totalnya. Bila barang tersebut dijual dengan harga Rp 10,00 per unit. 

Tentukanlah : 

(a) Biaya total bila berproduksi (dan terjual) sebanyak 2.000 unit 

(b) Tentukanlah kuantitas impas. 

(c) Agar diperoleh laba sebesar Rp 1000,00, berapa unit sebaiknya 

berproduksi? 

 
4-14 Autonomous Consumtion suatu negara diketahui sebesar 200, 

sedangkan MPC-nya = 0,4. 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi konsumsi dan fungsi tabungannya 

(b) Besar konsumsi bila pendapatan nasional negara tersebut 10.000. 

(c) Besar tabungan bila pendapatan nasional negara tersebut 10.000 

 
4 - 15 Permintaan dan penawaran dua jenis barang yang memiliki hubungan 

substitusi ditunjukkan oleh pasangan fungsi berikut ini 
 

Jenis Barang Permintaan Penawaran 

Barang Pertama Qd1 = 100 - 2 P1   + P2 Qs1 =  P1   - 10 

Barang kedua Qd 2 = 5 - 3 P2 + 2 P1 Qs2 = 6 P2 - 5 

(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan pasar, masing- 

masing untuk barang pertama dan kedua. 
(b) Bila pemerintah mengenakan pajak penjualan masing-masing se- 

besar  1  per unit baik untuk barang pertama, dan barang kedua. 

Tentukanlah  harga dan kuantitas keseimbangan untuk   masing- 

-masing barang setelah pemerintah mengenakan pajak. Hitung- 

lah total pajak yang diterima oleh pemerintah. 

(c) Bila pemerintah mengenakan pajak penjualan sebesar  1 per unit 

untuk barang pertama, dan memberikan subsidi sebesar 1 per 

unit untuk barang yang kedua.Tentukanlah harga dan kuantitas 

keseimbangan untuk masing-masing barang setelah pemerintah 

mengenakan pajak dan memberikan subsidi. Hitunglah pula pe- 

nerimaan/pengeluaran bersih pemerintah. 

 
4 - 16 Dalam periode waktu tertentu, fungsi permintaan dan penawaran 

pupuk urea di suatu daerah dicerminkan oleh persamaan berikut: 

Qd + 12P - 12 = 0 dan Qs – 3P + 3 = 0 

Q = kuantitas pupuk (satuan dalam kg), P = harga per kg pupuk 

(satuan dalam ribu rupiah). Pemerintah memberikan subsidi sebesar 

Rp 1.000,00 per kg pupuk yang terjual. 

Pertanyaan 

(a) Tentukanlah kuantitas dan harga keseimbangan pasar sebelum 

dan sesudah adanya subsidi. 

(b) Tentukanlah total subsidi yang dinikmati oleh konsumen. 
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(c) Tentukanlah total subsidi yang dinikmati oleh produsen. 

(d) Tentukanlah total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

 
4 - 17 Sebuah perusahaan menjual barangnya dengan harga Rp1.500,00 

per unit. Biaya bahan-bahan Rp 400,00 per unit. Biaya tenaga kerja 

Rp 550,00 per unit. Biaya pengepakan Rp 150,00 per unit. Biaya 

tetapnya Rp 2000,00 

 
Tentukanlah: 

(a) Fungsi total revenu R = f(Q) 

(b) Fungsi total biaya variabel VC = f(Q) 

(c) Fungsi biaya total C = f(Q) 

(d) Fungsi laba/profit  = f(Q) 

(e) Kuantitas yang dijual agar diperoleh laba sebesar Rp 6.000,00 

(f) Kuantitas impas (pulang pokok) 

 
4 - 18 Permintaan dan penawaran dua jenis barang interdependen (saling 

tergantung) ditunjukkan oleh pasangan fungsi berikut ini 

 
Jenis Barang Permintaan Penawaran 

Barang Pertama 

 
Barang kedua 

Qd1 =  -2 P1   +  P2 + 10 

Qd 2 = - 2 P2 
+ 2 P1  + 5 

Qs1 =  2 P1  - 3 

Qs2 = 3 P2 - 2 

 
(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan pasar, masing- 

masing untuk barang pertama dan kedua. 

(b) Bila pemerintah mengenakan pajak penjualan hanya pada barang 

pertama sebesar 5 per unit.Tentukanlah harga dan kuantitas keseim- 

bangan untuk masing-masing barang setelah pemerintah menge- 

nakan pajak. Hitunglah total pajak yang diterima oleh pemerintah. 

(c) Bila pemerintah memberikan subsidi sebesar 2 per unit hanya ke- 

pada barang yang kedua saja.Tentukanlah harga dan kuantitas 

keseimbangan untuk masing-masing barang setelah adanya sub- 

sidi. Hitunglah total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

 
4 - 19 Permintaan dan penawaran dua jenis barang interdependen (saling 

tergantung) ditunjukkan oleh pasangan fungsi berikut ini 

 
Jenis Barang Permintaan Penawaran 

Barang Pertama 

Barang kedua 

Qd1 = -2 P1   + P2 + 10 

Qd 2 = - 2 P2 + 2 P1  + 5 

Qs1 = 2 P1  - 3 

Qs2 = 3 P2 - 2 

 
(a) Tentukanlah harga dan kuantitas keseimbangan pasar untuk ma- 

sing-masing barang. 
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(b) Bila pemerintah mengenakan pajak penjualan sebesar t = 2 per 

unit hanya terhadap barang pertama, tentukanlah harga dan 

kuantitas keseimbangan pasar yang baru, untuk kedua jenis ba- 

rang. Tentukanlah total pajak yang diterima pemerintah. 

(c) Bila pemerintah memberikan subsidi sebesar 3 per unit hanya ke- 

pada barang yang kedua saja.Tentukanlah harga dan kuantitas 

keseimbangan untuk masing-masing barang setelah adanya sub- 

sidi. Hitunglah total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerintah. 

(d) Bila pemerintah mengenakan pajak penjualan sebesar t = 2 per 

unit terhadap barang pertama dan memberikan subsidi sebesar 3 

per unit kepada barang yang kedua. Tentukanlah total pajak yang 

diterima pemerintah, total subsidi yang dikeluarkan oleh pemerin- 

tah, dan penerimaan bersih/pengeluaran bersih pemerintah. 

 
4 - 20 Untuk perekonomian suatu negara secara keseluruhan, konsumsi 

merupakan fungsi linear terhadap pendapatan nasionalnya sebagai 

berikut: Pada tiap tingkat pendapatan berapapun, konsumsi sama 

dengan 4 miliar ditambah 80% dari pendapatan nasionalnya 

 
Tentukanlah : 

(a) Fungsi konsumsi dan fungsi tabungannya 

(b) Nilai konsumsi dan tabungan agregat apabila pendapatannya se- 

besar 60 miliar 

 
4 - 21 Konsumsi masyarakat sebuah negara (dua sektor) ditunjukkan oleh 

fungsi, 

C = 60 + 0,4Y 

Pertanyaan 

(a) Carilah fungsi tabungannya. 

(b) Bila investasi yang terjadi 300, tentukanlah pendapatan nasional 

keseimbangannya. 

(c) Berapa konsumsi masyarakat negara tersebut bila pendapatan 

nasionalnya 400. 

(d) Berapa tabungan masyarakat negara tersebut bila pendapatan 

nasionalnya 400 

(e) Buatlah sketsa grafik fungsi konsumsi dan tabungan dalam satu 

gambar. 

 

4 - 22 Fungsi konsumsi nasional dari suatu negara C = 400 + 0,8Yd. Pe- 

merintah hanya memberikan pembayaran alihan sebesar 100, tanpa 

pernah memungut pajak dari warga masyarakatnya. Bila pendapatan 

nasional negara tersebut adalah 1000. 

 
Tentukanlah: 

(a) Konsumsi dan tabungan masyarakat negara tersebut. 

(b) Pendapatan disposibel masyarakat negara tersebut. 
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5. Fungsi Tan-Linear 
 

 

 

4 - 23 Fungsi konsumsi masyarakat suatu negara (perekonomian tiga sektor) 

adalah 

C = 60 + 0,6Yd 
Pemerintah menerima pajak sebesar 40 dari masyarakat, tapi    juga 

memberikan pembayaran alihan sebesar 30 kepada warga masya- 

rakatnya. Sementara pengeluaran pemerintah 100, dan investasi 

yang terealisasi sebesar 50. Tentukanlah pendapatan nasional ke- 

seimbangannya. 

 

4- 24 Perekonomian suatu negara merupakan perekonomian tiga sektor. 

Konsumsi masyarakatnya mengikuti fungsi : C = 400 + 0,8Yd. Inves- 

tasi yang terealisasi mencapai Rp 250 triliun, pengeluaran pemerintah 

sebesar Rp 700 triliun, pembayaran alihan kepada masyarakat sebe- 

sar Rp 100 triliun dan penerimaan pajak sebesar Rp 300 triliun. 

 
Tentukanlah : 

(a) Pendapatan nasional keseimbangan 

(b) Konsumsi keseimbangan 

(c) Tabungan keseimbangan 
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APLIKASI TURUNAN FUNGSI 
DALAM EKONOMI DAN BISNIS 

 
9.1 Pengantar 

Dalam bab ini akan dibahas mengenai aplikasi (penerapan) turunan sua- 

tu fungsi dengan satu variabel bebas dalam ekonomi dan bisnis yaitu terba- 

tas pada elastisitas, fungsi marginal antara lain penerimaan marginal, biaya 

marginal, konsumsi dan tabungan marginal; juga dibahas masalah optimisa- 

si yaitu memaksimumkan laba, penerimaan atau penjualan, dan meminimu- 

mkan biaya-biaya (biaya total dan biaya rata-rata). 

Tujuan bab ini. Setelah mempelajari bab ini peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan mampu menerapkan turunan atau hitung diferensial dalam eko- 

nomi. 

 

9.2 Elastisitas 
Elastisitas y terhadap x dari fungsi y = f(x) adalah perbandingan antara 

perubahan relatif dalam variabel terikat y terhadap perubahan relatif dalam 

variabel bebas x. Yang dapat dinyatakan sebagai berikut : 
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y / y 

x / x 

 
 
 

(9.1) 
 

 
Eyx = Elastisitas y terhadap x. 

= Perubahan variabel terikat (y). 

= Perubahan relatif dalam variabel terikat (y). 

= Perubahan variabel bebas (x). 

= Perubahan relatif dalam variabel bebas (x). 

 

 
9.2.1 Elastisitas Busur dan Elastisitas Titik 

Ada dua cara pengukuran elastisitas suatu fungsi, yaitu elastisitas busur 

(arc elasticity) dan elastisitas titik (point elasticity). Elastisitas busur meng- 

ukur elastisitas suatu fungsi di antara dua titik sepanjang suatu busur. Se- 

mentara elastisitas titik mengukur elastisitas suatu fungsi pada satu titik ter- 

tentu. 

Elastisitas dapat digunakan untuk mengukur ketanggapan permintaan 

atau penawaran suatu barang terhadap perubahan harganya atau panda- 

patan konsumen. 

Sesuai dengan definisi, maka elastisitas busur dan elastisitas titik dapat 

dinyatakan sebagai berikut : 

 
■ Elastisitas Busur 

Elastisitas y terhadap x di antara dua buah titik sepanjang busur dari 

fungsi y = f(x), dapat dinyatakan oleh : 

 

 
(9.2) 

 
 

■ Elastisitas Titik 

Dengan mengambil harga limit untuk x  0 dari persamaan (9.2), 

didapat elastisitas titik dari y = f(x), pada titik (x,y) sebagai berikut : 

 

(9.3) 

 

E = Koefisien elastisitas (dibaca : elastisitas saja). 
 

9.2.2 Sifat Keelastisan Suatu Fungsi 
Untuk mengetahui sifat keelastisan (ketanggapan) suatu fungsi dapat 

dilihat dari harga mutlak koefisien elastisitasnya  E , sebagai berikut : 

(1) Bila  E  = 1, maka fungsi tersebut elastis satuan 

(2) Bila  E  > 1, maka fungsi tersebut elastis 
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Qd / Qd    
P  

. 
Qd 

P / P Qd   P 

 

 
(3) Bila  E  < 1, maka fungsi tersebut tidak elastis 

(4) Bila  E  = 0, maka fungsi tersebut tidak elastis sempurna 

(5) Bila  E  = , maka fungsi tersebut elastis sempurna 

9.2.3 Interpretasi Terhadap Koefisien Elastisitas 
Tanda positif atau negatif dari nilai koefisien elastisitas (E), bukanlah 

menyatakan tanda aljabar, melainkan menyatakan arah hubungan antara 

variabel bebas x dengan variabel terikat y. Nilai E yang positip menunjuk- 

kan bahwa hubungan antara variabel bebas x dengan variabel terikat y 

adalah searah. Sedangkan nilai E yang negatif (E dengan tanda negatif) 

menunjukkan bahwa hubungan antara variabel bebas x dengan variabel 

terikat y berlawanan arah (berbanding terbalik). Interpretasi terhadap nilai 

elastisitas suatu fungsi y = f(x) adalah sebagai berikut : 

 
(1) E = k (positif k), memiliki arti bahwa bila variabel bebas x naik 1%, maka 

variabel terikat y naik sebesar k%; atau bila variabel bebas x turun 1 %, 

maka variabel terikat y turun sebesar k%. 

 
(2) E = - k (negatif k), memiliki arti bahwa bila variabel bebas x naik 1%, 

maka variabel terikat y turun sebesar k%; atau bila variabel bebas x 

turun 1%, maka variabel terikat y naik sebesar k%. 

 

9.3 Elastisitas Permintaan dan Penawaran 

9.3.1 Elastisitas Permintaan 
Elastisitas permintaan (terhadap harga) dari suatu barang adalah per- 

bandingan antara perubahan relatif kuantitas barang yang diminta oleh pem- 

beli (konsumen) terhadap perubahan relatif harga barang tersebut. 

Elastisitas busur dan elastisitas titik dari fungsi permintaan Qd = f(P), 
dapat dinyatakan sebagai berikut : 

 
■ Elastisitas (Busur) Permintaan 

 

(9.4) 
 

 

■ Elastisitas (Titik) permintaan 

 

(9.5) 

 

 
d = elastisitas permintaan, P = harga per unit barang, Qd = kuantitas 
barang yang diminta. 
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Qs / Qs    
P  

. 
Qs 

P / P Qs   P 

P  
. 
dQs 

Q dP 

 

 

9.3.2 Elastisitas Penawaran 
Elastisitas penawaran (terhadap harga) dari suatu barang adalah per- 

bandingan antara perubahan relatif kuantitas barang yang ditawarkan pen- 

jual (produsen) terhadap perubahan relatif harga barang yang tersebut. 

Elastisitas busur dan elastisitas titik dari fungsi penawaran Qs = f(P), 
dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 
■ Elastisitas (Busur) Penawaran 

 

(9.6) 
 
 

 

■ Elastisitas (Titik) Penawaran 

 

(9.7) 
 
 

s= elastisitas penawaran, P = harga per unit barang,   Qs 

barang yang ditawarkan. 

= kuantitas 

 

 
Contoh 9 - 1 

Fungsi permintaan terhadap sejenis barang adalah Qd = 49 - P2 

Pertanyaan 

(a) Hitunglah elastisitas permintaan barang tersebut pada tingkat harga 3 

per unit dan tentukanlah pula sifat keelastisitasanya pada kondisi itu 

(b) Berikanlah makna dari nilai elastisitas pada butir (a). 

(c) Bila harga turun 2%, tentukanlah elastisitas busurnya. 

 
Penyelesaian 

(a) Elastisitas (titik) permintaan pada tingkat harga 3 per unit 

Qd = 49 - P2 

dQd   
= - 2P 

dP 

P = 3, maka Qd = 49 – 9 = 40 

Maka elastisitas permintaan pada titik (3, 40) adalah 

=  
P  

. 
dQ

d 

Q
d   

dP 

=   
3 

.(2p) 
40 

6P 6(3)
=   0,45 

40 40 
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1 

 
 

Jadi, elastisitas permintaan terhadap barang tersebut pada tingkat harga 

3 per unit = - 0,45. Oleh karena  d   = 0,45 < 1, maka sifat   permintaan 

atas barang tersebut adalah tidak elastis (inelastis). 

 
(b) d = - 0,45, memiliki makna (arti) bahwa bila harga per unit barang ter- 

sebut naik 1%, maka kuantitas barang diminta oleh pembeli turun 0,45%. 

Sebaliknya bila harga per unit barang tersebut turun 1%, maka kuantitas 

barang yang diminta oleh pembeli naik 0,45%. Dengan kata lain, bila 

harga per unit barang tersebut naik 100%, maka kuantitas barang yang 

diminta oleh pembeli turun 45%, sebaliknya bila harga per unit barang 

tersebut turun 100%, maka kuantitas barang yang diminta naik 45%. 

 
(c) Elastisitas (busur) permintaan 

Perubahan harga , P  = 2% . (P) = 2% .(3) = 0,06 

Harga yang baru , P1  = P - P 

= 3 - 0,06 = 2,94 

Permintaan baru, Qd1 = 49 - P 
2 

= 49 - (2,94)2 = 40,35 

Perubahan permintaan,  Qd = Qd1 - Qd 

= 40,35 – 40 = 0,35 

Perubahan permintaan relatif, 
Q

d     0,35 


Q
d
 40 

Jadi, elastisitas (busur) permintaannya 

d = 
Q 

/ 
P 

 
0,35 

/(2%)  0,44 

Q P 40 

Catatan : Nilai p/p diberi tanda minus karena perubahan menurun dan sekaligus 

menunjukkan slope kurva permintaan yang negatif 

 

 
Contoh 9 - 2 

Berdasarkan hasil penelitian pasar penawaran terhadap sejenis barang di- 

tunjukkan oleh keadaan sebagai berikut. Bila harga per unit barang tersebut 

9, maka kuantitas barang yang ditawarkan sebanyak 2 unit. Bila harga per 

unit barang tersebut naik menjadi 15, maka kuantitas barang yang ditawar- 

kan 14 unit. 

 
Tentukanlah 

(a) Elastisitias busurnya. 

(b) Fungsi penawarannya. 

(c) Elastisitas penawarannya pada tingkat harga 10 per unit, dan berikan 

interpretasi. 

(d) Tentukan sifat keelastisan dari penawaran barang tersebut. 
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9 

2 

 
 

Penyelesaian 

Harga per unit (P) Kuantitas yang ditawarkan (Qs) 
9 

15 
2 

14 
 

(a) Elastisitas (busur) penawaran 

 

Perubahan harga, P = 15 - 9 = 6 
P 6 

Perubahan relatif dalam harga, 
P 9 

Perubahan kuantitas,  Qs = 14 - 2 = 12 
Perubahan relatif dalam kuantitas,  

Qs
= 

12 
= 6 

––– –– 
Qs 2 

Maka, elastisitas (busur) penawarannya 

=  
Q

s / 
P 

 6 / 6 

 

Q
s     

P 

= 9 
 

(b) Fungsi penawarannya 

Dari dua buah titik yang diketahui yaitu titik (P1, Qs1) = (9, 2) dan (P2, Qs2) 
= (15,14), per rumus 3.6 persamaan fungsi penawarannya dapat   dicari 

sebagai berikut: 

P  P
1          

Qs  Qs
1 


P

2  
 P

1         
Qs    Q

1 

 P  9 Qs  2 

15  9 
 

14  2 

P  9 

6 


Qs  2 

12 

2(P – 9) = Qs – 2 (kedua ruas dikalikan 12) 

2P – 18 = Qs - 2 

Qs = 2P – 16. 

Jadi, fungsi penawarannya adalah Qs = 2P – 16. 

(c) Elastisitas (titik) penawaran pada tingkat harga 10 per unit. 

 

P = 10, maka Qs = ...? 
Qs = 2P – 16. 

Qs = 2(10) – 16 

= 20 – 16 = 4. 
 

Bila P = 10, maka Qs = 4  (10,4) 
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–––– 

16  P 

16  P 

 

Q  = 2P - 16    
dQs   = 2 

s dP 
 

Maka, elastisitas penawarannya pada titik (10, 4) adalah 
 

=   
P 

.
dQ

s 

Q
s  

dP 

= 
10 

(2) = 5 

4 

 
s = 5, memiliki arti bahwa, bila harga per unit barang tersebut naik 1%, 
maka kuantitas barang yang ditawarkan akan naik 5%. Atau sebaliknya bila 

harga per unit barang tersebut turun 1% maka kuantitas barang yang dita- 

warkan oleh produsen/penjual turun 5%. 

(d) Oleh karena s 
elastis. 

= 5  1, maka sifat penawaran barang tersebut adalah 

 

 
Contoh 9 - 3 

Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang berbentuk, 

Qd = dan   Qs = P - 4 

Tentukanlah elastisitas permintaan dan elastisitas penawarannya pada titik 

keseimbangan pasar. 
 

Penyelesaian 

Qd  = 

 
= (16 -  

 
Qs = P – 4 

dQ 
d  1  

dP   
 
 2 

dQs 

dP  
 1 

 

Syarat keseimbangan pasar 

Qd = Qs 

16  P = P - 4 
16 - P = (P - 4)2 

16 - P = P2 – 8P + 16 

 
0 = P2 – 7P 

P(P - 7) = 0 

P = 0 (tidak memenuhi kedua fungsi) 

(P - 7) = 0 

P = PE = 7 (memenuhi kedua fungsi) 
 

Bila PE = 7 dimasukkan ke dalam persamaan Qd atau Qs akan didapat QE. 

PE = 7  Qs = P – 4 

QE = 7 – 4 = 3 

Titik keseimbangan pasar adalah E (7, 3) 
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Elastisitas (titik) permintaan Elastisitas(titik) penawaran 

=   
P  

. 
dQd =   

P 
.
dQs 

 
 

Qd   dP 

P 1 7 1 

Qs  dP 

= 
Q  

.(  )  
3 

(  ) 
= 

d     2  16  p  2  16  7 

= 
7 

( 
1 

)   - 0,38 
  

3    2(3) 
 

 

Contoh 9 – 4 

Fungsi permintaan terhadap sejenis barang ditunjukkan oleh, 

Qd = – 0,2P + 40 
Pada tingkat harga 50 per unit. 

(a) Hitunglah elastisitas permintaannya. 

(b) Tentukanlah sifat keelastisan permintaannya. 

(c) Berikan makna nilai elastisitasnya. 

 
Penyelesaian 

(a) Elastisitas permintaan barang pada P = 50. 

Qd = –0,2P + 40 

Untuk P = 50, Qd = . . . ? 

Qd = –0,2P + 40 
= –0,2(50) + 40 = 30 

 
Diperoleh (P, Qd) = (50, 30). 

Qd = 0,2P  40  
dQ d 

dP 
 0,2 

Selanjutnya, elastisitas permintaan barang tersebut pada titik (50, 30) 

adalah, 
 

d = P  
. 

dQ
d 

Q
d   

dP 

 
d = 

50 
.(0,2)  - 0,33 

30 
 

(b) Oleh karena harga mutlak = , maka sifat permin- 

taan barang tersebut tidak elastis (inelastis) 

 
(c) Nilai d= - 0,33, memiliki arti bahwa bila harga per unit barang naik 100% 

maka kuantitas barang yang diminta oleh pembeli turun 33%. 
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MR =  R‟ =  
d(R) 

dQ 

MC =  C‟ = 
d(C) 

dQ 

MPC =  C‟ = 
d(C) 

dY 

 

9.4 Fungsi Marginal 
Dalam Bab 4 dan 6 telah dibahas mengenai fungsi penerimaan total 

atau fungsi hasil penjualan total, penerimaan rata-rata, fungsi biaya total 

dan biaya rata-rata. Pada bagian ini akan dibahas mengenai fungsi margina 

yaitu turunan pertama dari suatu fungsi, antara lain : fungsi penerimaan 

marginal, biaya marginal, konsumsi marginal, tabungan marginal dan fungsi 

pembentukan modal/aliran investasi bersih. Selain itu, akan dibahas kembali 

mengenai masalah optimisasi yaitu penerimaan yang maksimum, laba yang 

maksimum, dan biaya yang minimum dengan pendekatan turunan. 

 
■ Penerimaan Marginal (MR) 

Penerimaan Marginal atau hasil penjualan marginal atau marginal revenu 

adalah tambahan penerimaan akibat tambahan satu unit barang yang dijual. 

Fungsi penerimaan marginal merupakan turunan (pertama) dari fungsi 

penerimaan total. Bila fungsi penerimaan totalnya dinyatakan sebagai R = 

f(Q), maka fungsi penerimaan marginalnya adalah, 

 

(9.8) 

 

 
■ Biaya Marginal (MC) 

Biaya marginal atau marginal cost adalah tambahan biaya akibat 

tambahan satu unit produksi. Fungsi biaya marginal merupakan turunan 

(pertama) dari fungsi biaya total. Bila fungsi biaya totalnya dinyatakan 

sebagai C = f(Q), maka fungsi biaya marginalnya adalah, 

 

(9.9) 

 

 
■ Konsumsi Marginal (MPC) 

Konsumsi marginal atau hasrat konsumsi marginal adalah perubahan 

konsumsi akibat adanya perubahan satu unit pendapatan. Fungsi konsumsi 

marginal merupakan turunan (pertama) dari fungsi konsumsinya. Bila  

fungsi konsumsi dinyatakan sebagai C = f(Y), Y = pendapatan, maka fungsi 

konsumsi marginalnya adalah 

 

(9.10) 

 

 
■ Tabungan Marginal (MPS) 

Tabungan Marginal atau hasrat tabungan marginal adalah perubahan 

tabungan akibat perubahan satu unit pendapatan. Fungsi tabungan marginal 

merupakan turunan (pertama) dari fungsi tabungan. Bila fungsi tabungan 

dinyatakan sebagai, S = f(Y), Y = pendapatan dan S = tabungan, maka 

fungsi tabungan marginalnya adalah 
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MPS =  S‟ = 
d(S) 

dY 

 
 

 
(9.11) 

 
 
■ Laju Pembentukan Modal 

Bila pembentukan modal dipandang kontinu sepanjang waktu, maka 

persediaan modal (stok kapital) dapat dinyatakan sebagai fungsi dari waktu 

yaitu: Kt = f(t). Turunan pertama dari fungsi persediaan modal ini disebut 

laju pembentukan modal (rate of capital formation). Laju pembentukan 

modal pada waktu t sama dengan laju aliran investasi bersih (rate of net 

invesment flow) pada waktu t, yang dinyatakan dengan It = f(t). Jadi, fungsi 

laju pembentukan modal/ aliran investasi bersih dapat dinyatakan sebagai : 
 
 

(9.12) 

 

Kt = modal pada tahun yang ke – t. 

It = investasi pada tahun yang ke – t. 

Selanjutnya untuk mengingat kembali fungsi penerimaan, fungsi biaya, 

fungsi konsumsi, fungsi tabungan beserta fungsi-fungsi marginal dan fungsi 

rata-ratanya dapat diikthisarkan sebagai berikut : 

 
Penerimaan Biaya 

Fungsi penerimaan total 

R = f(Q) 

Fungsi penerimaan marginal 

d(R) 

MR =   
dQ 

Fungsi penerimaan rata-rata 
R 

AR = R 
Q 

Fungsi biaya total 

C = f(Q) 

Fungsi biaya marginal 

d(C) 
MC = 

dQ 

Fungsi biaya rata-rata 

C  
C 

AC = 
Q

 

Konsumsi Tabungan 
Fungsi konsumsi 

C = f(Y) 

Fungsi konsumsi marginal 

d(C) 
MPC = 

dY 

Fungsi konsumsi rata-rata 

APC = C   
C 

Y 

Fungsi tabungan 

S = f(Y) 

Fungsi tabungan marginal 

d(S) 

MPS =  
dY 

Fungsi tabungan rata-rata 

APS= S   
S 

Y 
Y = C + S 

MPS + MPC = 1 
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q 

 
 

Contoh 9 - 5 

Fungsi total penerimaan sebuah perusahaan perdagangan dinyatakan oleh 

R = f(Q) = - 5Q2 + 30Q 

R = total penjualan dan Q = kuantitas barang 

 
Tentukanlah 

(a) Fungsi penerimaan marginalnya. 

(b) Fungsi penerimaan rata-ratanya. 

(c) Besarnya penerimaan marginal, penerimaan rata-rata dan penerimaan 

total, bila barang yang terjual 3 unit. 

(d) Buatlah sketsa grafiknya dalam satu gambar. 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi penerimaan marginalnya 

R = - 5Q2 + 30Q 

MR = R„ = 
d(R) 

= -10Q + 30 

dQ 

(c) Fungsi penerimaan rata-ratanya 
 

AR = 
R 

=  
5Q

2 
 30Q 

Q Q 

= –5Q + 30 

 

(d) Penerimaan marginal, bila Q = 3   MR  = - 10Q + 30 

= - 10(3) + 30 

= 0 

Penerimaan rata-rata, bila Q = 3   AR   = - 5Q + 30 

= - 5(3) + 30 
= 15 

Penerimaan total, bila Q = 3   R = -5Q2 + 30Q 

= - 5(3)2 + 30(3) = 45 
 

(e) Sketsa Grafiknya  
R,MR, AR 

 
 
 

30 

 

 
 (3,45) 

 
R 

 
AR 

 

MR 
 

 
0 3 6 

Gambar 9.1 

 
Q 
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Y 

 
 

Contoh 9 - 6 

Fungsi biaya total sebuah perusahaan manufaktur ditunjukkan oleh 

C = f(Q) = 2,5Q2 – 20Q + 100 

C = biaya total dan Q = kuantitas barang yang diproduksi 

 
Tentukanlah 

(a) Fungsi biaya marginalnya 

(b) Fungsi biaya rata-ratanya 

(c) Bila perusahaan berproduksi sebanyak 6 unit, tentukanlah biaya margi- 

nal, biaya rata-rata, dan biaya totalnya. 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi biaya marginalnya 
 

C = f(Q) = 2,5Q2 – 20Q + 100, maka 

d(C) 
MC = f‟(Q) = = 5Q - 20 

dQ 
 

(b) Fungsi biaya rata-rata 

 
AC = f(Q) = 

C 2,5Q
2 
- 20Q +100 

= 
Q Q 

 
= 2,5Q - 20 + 

100 

Q 

 
(c) Biaya marginal, bila Q = 6  MC = 5(6) - 20 = 10 

Biaya rata- rata, bila Q = 6  AC = 2,5(6) - 20 + = 11,66 
Biaya total, bila Q = 6  C = 2,5(6)2 - 20(6) + 100 = 70 

 

 
Contoh 9 - 7 

Bila fungsi konsumsi suatu masyarakat, C = f(Y) = 50 + 0,8Y + 0,2 . 

C = konsumsi dan Y = pendapatan. 
 

Tentukanlah: 

(a) Fungsi hasrat konsumsi marginal (MPC)-nya 

(b) Fungsi hasrat konsumsi rata-ratanya (APC) 

(c) Besar hasrat konsumsi marginal dan konsumsi rata-rata bila penda- 

patannya 100. 

 
Penyelesaian    

C = 50 + 0,8Y + 0,2  Y   C = 50 + 0,8Y + 0,2 Y
1/ 2 

 

(a) Fungsi hasrat konsumsi marginalnya 

MPC = 
d(C) 

= 0,8 + 0,1 Y
1 / 2  

= 0,8 + 
0,1 

 

dY 
Y 
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(b) Fungsi hasrat konsumsi rata-ratanya 

 
APC = 

C 

Y 

50 + 0,8Y + 0,2Y
1/2 

= 
Y 

50 0,2 =  0,8 + 
  

 

Y 
Y 

(c) Hasrat konsumsi marginalnya, bila Y = 100 

 

MPC = 0,8 +  
0,1  

= 0,8 + 
Y 

= 0,8 + 0,01 = 0,81 

Hasrat konsumsi rata-ratanya, bila Y = 100 

APC =  50 
 0,8 + 

0,2 

Y 
Y 

 

= + 
 

= 1,32 
 
 

Contoh 9 - 8 

Bila fungsi tabungan suatu masyarakat, S = f(Y) = - 5 + 0,8 lnY . 

S = tabungan dan Y = pendapatan. 

 
Tentukanlah: 

(a) Fungsi hasrat tabungan marginal (MPS). 

(b) Besarnya hasrat tabungan marginal bila pendapatanya 10. 

 
Penyelesaian 

S = - 5 + 0,8 lnY 

 
(a) Fungsi hasrat tabungan marginal 

 
MPS = 

d(S) 

dY 
= 

0,8 
Y 

(b) Hasrat tabungan marginal, bila Y = 10 

0,8 
MPS = 

 
= 

––– 
Y 

0,8 
––– 
10 

 

 
= 0,08 
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d(R) 

dQ 

d 
2 
(R) 

dQ 
2 

 
 

Contoh 9 - 9 

Stok Kapital (K) pada suatu daerah pada tahun ke t ditunjukkan oleh fungsi 
_5_ 

K = f(t) = 30 t 3   + 120t 

Tentukanlah 

(a) Fungsi aliran investasi bersih pada tahun ke t. 

(b) Berapa besar (aliran) investasi bersih pada awal tahun (t = 0)? 

 
Penyelesaian 

_5_ 

K = 30 t 3   + 120t 

 
(a) Fungsi aliran investasi bersih 

_2_ 

I = = 50 t 3   + 120 

 
(b) Besar (aliran) investasi bersih pada tahun awal (t = 0) 

_2_ 

I = 50 (0) 3   + 120 = 120 

 
 

9.5 Masalah  Optimisasi 
Dalam Bab 6 telah dipelajari penerapan optimisasi, khusus untuk fungsi 

kuadrat tegak melalui informasi titik puncak kurva/fungsi yaitu titik P(x = - b/2a, 

y = - D/4a). Pada subbab ini, akan dipelajari kembali penerapan optimisasi 

suatu fungsi melalui informasi turunannya, baik untuk fungsi kuadrat, fungsi 

eksponen dan logaritma maupun untuk fungsi kubik. 

 
■ Penerimaan Total yang Maksimum 

Bila fungsi penerimaan total dinyatakan sebagai R = f(Q), maka peneri- 

maan total akan maksimum bila dipenuhi syarat : 

 
 
 
 

(9.13) 

 
 
 

■ Penerimaan Total Maksimum dari Pajak 

Bila fungsi penerimaan total dari pajak dinyatakan sebagai T = f(Q), 

maka penerimaan total dari pajak yang diterima oleh pemerintah T, akan 

maksimum bila dipenuhi syarat : 
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d(T) 

dQ 
 

d
2 
(T) 

dQ
2 

 
d() 

dQ 

2 

 d  () 
dQ 

2 

d(C) 

dQ 

d(AC) 

dQ 

 

d 
2 
(AC) 

dQ 
2 

 
 
 
 
 

(9.14) 

 
 
 

■ Laba/profit yang Maksimum 

Besarnya laba dirumuskan,  = R - C (lihat kembali Bab 4). Bila fungsi 

laba dinyatakan sebagai  = f(Q), maka laba akan mencapai maksimum 

bila dipenuhi syarat : 
 
 
 
 
 

(9.15) 

 
 
 

■ Biaya Total yang Minimum 

Bila fungsi biaya total dinyatakan sebagai C = f(Q), maka biaya total akan 

mencapai minimum, bila dipenuhi syarat : 

 
 
 

 

(9.16) 

 
 
 

■ Biaya Rata-rata yang Minimum 

Bila fungsi biaya rata - rata dinyatakan sebagai AC = f(Q), maka biaya 

rata-rata akan mencapai minimum, bila dipenuhi syarat : 

 
 
 
 

(9.17) 
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d 

 

 
9.6 Penerimaan Total, Penerimaan Marginal dan Elastisitas 

Permintaan 
Bila fungsi permintaan sejenis barang Qd = (P), dinyatakan dalam P = 

f(Qd), maka: 

Penerimaan Total, R = QP = Q.f(Qd) 

R 
Penerimaan Rata- rata , AR = 

d 

PQ 
  P 

Q
d 

d(R) 

Penerimaan Marginal, MR = R„ =   
dQ 

Hubungan antara MR, AR, dan d dinyatakan oleh persamaan berikut: 

 
 

(9.18) 

 
 

Agar dapat lebih memahami penerapan optimisasi (maksimisasi dan 

minimisasi) suatu fungsi dalam ekonomi, simaklah beberapa contoh berikut. 

 
 

Contoh 9 - 10 

Seorang produsen memiliki fungsi permintaan atas barangnnya berbentuk: 

Qd = 5 - 0,25P. Sementara biaya rata-rata untuk memproduksi tiap unit 

barangnya adalah C = 3. Tentukanlah laba maksimum yang diperolehnya. 

 
Penyelesaian 

Qd = 5 - 0,25P 

Qd = 5 -  P   P = 20 – 4Q (transposisi rumus) 

Fungsi penerimaan total,   R  = P.Q 

= (20 - 4Q)Q 

= 20Q – 4Q2 

 

Fungsi biaya total, C  = Q. C 
= Q.3 = 3Q 

Fungsi Laba/propit,            = R - C 

= (20Q – 4Q2) – 3Q 

= 17Q – 4Q2 

 
Laba tersebut akan maksimum bila dipenuhi dua syarat: 
(1) Syarat yang diperlukan 

 „   = 0 

 „  = 17 – 8Q 

0  = 17 – 8Q 
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

 

8Q = 17 

Q = 2,125 

(2) Syarat yang mencukupi 

 „‟ < 0 

 “ = 
d(') 

= - 8 < 0  maksimum pada Q = 2,125 

dQ 
 

Besarnya laba maksimum. 

Substitusikan Q = 2,125 ke fungsi laba diperoleh laba maksimum sebagai 

berikut: 
 = 17Q – 4Q2 

 (maks) = 17(2,125) - 4(2,125)2 = 18,063 

Jadi, laba maksimum yang diperolehnya adalah 18,063 

 
 

Contoh 9 – 11 

Biaya total yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan jasa penyewaan mobil 

mewah dinyatakan oleh fungsi C = f(Q) = 4Q2 – 120Q + 3.600 

C = biaya total dan Q = kuantitas mobil 

 
(a) Tentukanlah biaya rata-rata minimumnya. 

(b) Tentukanlah biaya marginal pada saat biaya rata-ratanya minimum. 
 

Penyelesaian 

(a) 
Biaya rata-rata minimum 

C Fungsi biaya rata-rata, AC = 
Q 

 

= 
4Q

2 
 120Q  3600 

Q 

= 4Q - 120 +  
3600 

 4Q  120  3600Q
1 

Q 

AC akan minimum bila dipenuhi dua syarat. 

(1) Syarat yang diperlukan 

AC‟ = 0 

AC‟ = 4– 3600Q-2 

4 – 3.600Q -2 = 0 

3600 
4 - 0 

Q
2 

3600  
= 4 

Q
2 

Q2 = 900 

Q = ±30 

Q = 30 (bermakna) 

Q = - 30 (tidak bermakna ) 
 

(2) Syarat yang mencukupi 

AC” > 0 

AC” = 3600 Q
3 

= 
3600 

= 

Q
3 

3600 
 0 (minimum pada Q = 30) 

(30)
3 
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Besarnya biaya rata-rata minimum. 

Substitusikan Q = 30 ke dalam fungsi AC, diperoleh besarnya biaya rata- 

rata minimumnya. 

AC  = 4Q - 120 + 
3600 

Q 
 

AC(min) = 4(30) - 120 + (substitusikan Q = 30) 

= 120 

 
(b) Biaya marginal pada Q = 30 

MC = 
d(C) 

dQ   
8Q 120 

= 8(30) – 120 

= 120 

 

Contoh 9 – 12 

Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang adalah 

Qd = - 0,5P  2 dan  Qs = P – 2 

Tentukanlah penerimaan maksimum dari pajak yang diterima oleh 

pemerintah, bila pemerintah mengenakan pajak sebesar t per unit terhadap 

barang yang dijual, dan hitunglah besarnya t. 
 

Penyelesaian 

Qd = - 0,5P  2 
Qs = P - 2 

 
   P = -2Q + 4 (Transposisi rumus) 

 

Sebelum Pajak Setelah pajak 

Qd = - 0,5P  2 Qdt = Qd = - 0,5P  2  P = -2Q + 4 

Qs = P - 2 Qst = (P - t) - 2 

Kesetimbangan setelah pajak, bila Qdt = Qst 
Qdt = Qst 

- 0,5P  2 = (P - t) - 2 

- 0,5P + 2 = P – t - 2 

t = 1,5 P – 4 (1) 

 
Subsitusikan transposisi rumus ke (1) di dapat fungsi t = f(Q) berikut. 

t = 1,5 (-2Q + 4) – 4 

= - 3Q + 6 – 4 

= - 3Q + 2 (2) 
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2 

 
 

Pajak total yang diterima oleh Pemerintah (T), 

T  = t.Q 
= (-3Q + 2)(Q) 

T  = f(Q) = - 3Q2 + 2Q (3) 

 
Pajak total akan mencapai maksimum bila dipenuhi dua syarat : 

(1) Syarat yang diperlukan 
T‟ = 0 

T‟ = - 6Q + 2 

- 6Q + 2 = 0 

 
(2) Syarat yang mencukupi 

T” < 0 

6Q = 2 

Q = 

T” = - 6 < 0 (Pajak maksimum pada Q = ) 

 
Penerimaan pajak yang maksimum. 

Substitusikan Q = ke (3), diperoleh penerimaan pajak  yang maksimum 

sebagi berkut: 

T  = - 3Q2 + 2Q 

T(maks) = - 3 ( )  + 2 ( ) = - + = 

 

Besarnya pajak per unit. 

Substitusikan Q = ke dalam persamaan (2), diperoleh nilai t. 

t = - 3Q + 2 

= - 3 ) + 2 = 1 

Jadi, penerimaan maksimum dari pajak yang diterima oleh pemerinah sebe- 

sar . Besarnya pajak per unit yang tersebut (t) adalah 1. 

 
Contoh 9 - 13 

Dalam periode tertentu, total penjualan sebuah perusahaan manufaktur 

yang memproduksi pupuk ditunjukkan oleh R = f(Q) = - 2Q3 + 12Q2 + 72Q 

R = total penjualan (dalam miliar rupiah), Q = kuantitas pupuk (dalam ton). 

Agar total penjualannya maksimum (anggaplah semua produknya terjual), 

berapa ton seharusnya perusahaan tersebut berproduksi? Berapa nilai total 

penjualan maksimumnya? 

 
Penyelesaian 

R = - 2Q3 + 12Q2 + 72Q 

 
Total penjualan tersebut akan maksimum bila dipenuhi dua syarat: 

(1) Syarat yang diperlukan 

R‟ = 0 

R‟ = - 6Q2 + 24Q + 72 
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0  = - 6Q2 + 24Q + 72 

0 = Q2 – 4Q – 12 (Kedua ruas dibagi minus 6) 

0 = (Q - 6 )(Q + 2) 

(Q - 6) = 0  Q1 = 6 (bermakna secara ekonomis) 

(Q + 2) = 0  Q2 = - 2 (tidak bermakna secara ekonomis) 

(2) Syarat yang mencukupi 

R" < 0 

R‟‟ = - 12Q + 24 

Pada Q = 6  R‟‟ = - 12(6) + 24 

= - 48 < 0 (total penjualan maksimum pada Q = 6) 

Dengan mensubstitusikan Q = 6 ke dalam fungsi asal, diperoleh total 

penjualan yang maksimum sebagai berikut: 

 

R = - 2Q3 + 12Q2 + 72Q 

R(maks)  = - 2(6)3 + 12 (6)2 + 72 (6) 

= - 432 + 432 + 432 = 432 

 
Jadi, agar diperoleh total penjualan yang maksimum, sebaiknya peru- 

sahaan berproduksi sebanyak 6 ton. Total penjualan maksimum yang 

diperoleh sebesar 432 miliar rupiah. 

 
 

Contoh 9 - 14 

Biaya total yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan yang memproduksi 

minyak pelumas dicerminkan oleh: C = 4Q3 + 24Q2 – 252Q+ 500 

C = biaya total (dalam miliar rupiah), Q = kuantitas produk (dalam ribu 

galon). Berapa galon sebaiknya perusahaan berproduksi agar biaya total 

nya minimum? Berapa nilai biaya total minimumnya? 

 
Penyelesaian 

C = 4Q3 + 24Q2 – 252Q + 500 

 
Biaya total tersebut akan mencapai minimum bila dipenuhi dua syarat: 

(1) Syarat yang diperlukan 

C‟ = 0 

C‟ = 12Q2 + 48Q - 252 

0  = 12Q2 + 48Q - 252 

0  = Q2 + 4Q - 21 

0  = (Q + 7)(Q - 3) 

(Q + 7) = 0  Q1 = - 7 (tidak bermakna secara ekonomis) 

(Q - 3) = 0  Q2 = 3 (bermakna secara ekonomis) 

(2) Syarat yang mencukupi 

C" = > 0 
C‟‟ = 24Q + 48 

Pada Q =3      C‟‟ = 24(3) + 48 = 72 + 48 

= 120 > 0 (biaya total minimum pada Q = 3) 
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2500 

 
 

Dengan memasukkan Q = 3 ke dalam fungsi asal akan diperoleh total 

biaya minimumnya. 

C  = 4Q3 + 24Q2 - 252Q + 500  

C(Min) = 4(3)3 + 24(3)2 - 252(3) + 500 

= 108 + 216 - 756 + 500 
= 68 

 
Jadi, agar total biaya yang dikeluarkan oleh perusahaan tersebut mini- 

mum sebaiknya perusahaan tersebut berproduksi sebanyak 3 ribu galon. 

Nilai total biaya yang minimum adalah 68 miliar rupiah. 

 
Contoh 9 - 15 

Sebuah perusahaan manufaktur yang memproduksi sejenis bubuk kimia, 

memperkirakan bahwa biaya rata-rata produksi per kg bubuk kimia, tergan- 

tung dari kuantitas bubuk yang diproduksi. Fungsi biaya rata-rata per kg 

produk ini dicerminkan oleh, 

    C  = 0,02Q2 - 100 ln(Q) + 600 

C = biaya rata-rata per kg (dalam juta rupiah) dan Q = kuantitas barang 

(dalam kg).Tunjukkanlah tingkat produksi yang meminimum biaya rata-rata 

per kg tersebut. Berapa nilai biaya rata-rata minimumnya? 

 
Penyelesaian 

C  = 0,02Q2 - 100 lnQ + 600 

Biaya rata-rata per kg bubuk akan mencapai minimum bila dipenuhi dua 

syarat : 

(1) Syarat yang diperlukan 

d(C)  
= 0 

dQ 
 

 

d(C) 

dQ 

1 
= 0,04Q - 100. 

Q 
100 

 

 

100 
0  = 0,04Q - 

Q 

10000 = 4Q2 

2500  = Q2 

 = 0,04Q 
Q 

Q  =   50 

Q = - 50 (tak bermakna secara ekonomis) 

Q = 50 (bermakna secara ekonomis) 

(2)  Syarat yang mencukupi 
d 

2 
(C) 

(  
dQ 

2 

 
 d 

2 
(C) 

) > 0  
 

100 

dQ 
2 

= 0,04 + 100Q-2 = 0,04 +     

Q
2 
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d 
2 
(C) 

dQ 
2 

 
= 0,04 + 

100 

(50)2 

 
(pada Q = 50) 

 

= 0,04 + 0,04 

= 0,08 > 0 (biaya rata-rata minimum pada Q = 50) 

 
Biaya rata-rata per kg yang minimum. 

Substitusikan Q = 50 ke dalam fungsi asal akan diperoleh biaya rata-rata 

minimum per kg-nya, sebagai berikut. 
 

C =   0,02Q2 - 100 lnQ + 600 

C 
(min) =  0,02 (50)2 - 100 (ln 50) + 600 

=  50 - 100 (3,912) + 600 

=  50 - 391,2 + 600 

= 259,2 

 

Jadi, tingkat produksi yang meminimumkan biaya rata- rata per kg adalah 50 

kg. Nilai minimum biaya rata-rata per kgnya adalah 259,2 juta rupiah 

 
 

Contoh 9 - 16 

Profit tahunan sebuah perusahaan jasa keuangan di sebuah provinsi ditaksir 

dipengaruhi oleh banyaknya tenaga pemasaran yang dikaryakan. Fungsi 

profitnya adalah 

 = (20Q) e
0,002Q 

 = profit (dalam juta rupiah) dan Q = kuantitas tenaga kerja pemasaran. 

Berapa orang tenaga pemasaran yang harus dikaryakan agar profitnya 

maksimum. Berapa nilai profit maksimumnya? 

 
Penyelesaian 

 = (20Q) e
0,002Q 

 

Profit tersebut akan mencapai maksimum bila dipenuhi dua syarat: 

(1) Syarat yang diperlukan 

d
' = 

dQ 

' 

= 0 

=   20. e
0,002Q  

+  e0,002Q 
(0,002)(20Q) 

=
  20 


0,002(20Q)  

= 
20   


0,04Q 

e
0,002Q    

e
0,002Q 

e
0,002Q 

e
0,002Q 

 

0 =
  20 


e

0,002Q 

0,04Q 

e
0,002Q 

20 =  0,04Q  Q  = 500 
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 

(untuk  Q = 500) 

 
 

(2) Syarat yang mencukupi 
" > 0 

 ”   =   20(0,002)e
- 0,002Q  0,04e

0,002Q 
 0,002e

0,002Q 
(0,04Q)

=    
0,04   


   0,04    

 
0,00008Q    

=     0,08    
 

0,00008Q 
 

 

e
0,002Q  

e
0,002Q    

e
0,0002Q 

e
0,002Q     

e
0,002Q 

= 
 0,08 

e0,002 (500) 

=   
 0,08  

 
0,04 

  
0,00008 (500) 

e0,002 (500) 

=  
 0,04 

e2 

0,04 

= 
2 

(2,718) 

e2 e2 

=   
 0,04 

7,38752 

=  - 0,0054 < 0  (Profit maksimum  pada Q = 500) 
 

Profit yang maksimum. 

Substitusikan Q = 500 ke dalam fungsi profit,  = f(Q) akan diperoleh profit 

yang maksimum sebagai berikut: 

   = f(Q) = 20(Q) e0.002Q 
= 

20Q 
 

e
0,002Q 

 (maks) = 
20(500) 

e0,002(500) 

 
 

 
Jadi, 

= 
10.000 


e

2 

 

10.000 

(2,718)2 
 4.188,4817 

(a) Tenaga pemasaran yang dikaryakan agar profitnya maksimum sebanyak 

500 orang 

(b) Profit yang diperoleh sebesar 4.188,4817 juta rupiah = 4,188481 

miliar rupiah. 

 

9.7 Keuntungan Monopoli 
Monopoli termasuk salah satu bentuk persaingan pasar yang tidak sem- 

purna. Pada pasar monopoli, ada seorang penjual (produsen) yang dapat 

menguasai pasar terhadap sejenis barang (jasa) tertentu, sehingga si mono- 

poli dapat mengendalikan harga barang (jasa) yang dijualnya dengan cara 

mengatur kuantitas barang yang ditawarkan. 

Jika kuantitas barang/jasa yang ditawarkan dikurangi maka harga barang 

akan naik, sebaliknya jika kuantitas barang yang ditawarkan ditambah maka 

harga barang tersebut akan turun. Dengan jalan mengatur kuantitas barang 

yang beredar di pasar si monopoli akan mudah menentukan tingkat produksi 

agar mendapatkan laba yang maksimum. 
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■ Keuntungan Maksimum pada Monopoli 

Biaya Total (C) 

Bila biaya rata-rata untuk memproduksi per unit barang sebesar C dan ku- 

antitas barang yang diproduksi sebanyak Q, maka besarnya biaya total: 

C = Q C 

■ Penerimaan Total (R) 

Bila harga per unit barang yang dijual sebesar P dan kuantitas barang dijual 

sebanyak Q, maka besarnya penerimaan totalnya: 

R = PQ 

■ Keuntungan/profit (  ) 
Besarnya keuntungan yang diperoleh si monopoli adalah : 

 = R – C 
 

Keuntungan/profit tersebut akan maksimum, bila dipenuhi: 
(1) Syarat yang diperlukan 

 „ = 0  R‟ - C‟ = 0 

R‟ = C‟ 

(9.19) 

 

(2) Syarat yang mencukupi 

“ < 0  R” < C” 

 

Bila grafik R, C, MR dan MC dan  terhadap Q dibuat dalam satu gambar, 

gambar grafiknya seperti Gambar 9.2 : 

 
R, C 

 
 

 
B 

 
0 

+ 





0 

 
- 



M R / M C 

 
 
 

0 
 

Gambar 9.2 
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Keterangan Gambar 9.1 

Pada tingkat produksi sebesar Q1 dan Q3 gradien kurva C dan kurva     

R sama besar (MC = MR). Pada tingkat produksi Q1, jarak terlebar anta-   

ra kurva R dan kurva C mencerminkan selisih negatif terbesar (= kerugian 

maksimum), yang juga tercermin oleh kurva  yang mencapai minimum di 

titik G, sedangkan pada tingkat produksi Q3, jarak terlebar antara kurva C 

dan kurva R mencerminkan selisih positif terbesar (keuntungan maksimum), 

yang juga dicerminkan oleh kurva  yang mencapai maksimum di titik H. 

Kalau diperhatikan kurva MR dan MC, maka kedua kurva tersebut berpo- 

tongan pada tingkat produksi Q1 (titik potong K) dan pada tingkat produksi Q3 
(dengan titik potong L), oleh karena pada tingkat Q1 dan Q3 besar MR = MC. 

■ Pengaruh Pajak dalam Monopoli 

Jika terhadap barang yang dihasilkan/dijual oleh pemegang monopoli 
dikenakan pajak penjualan sebesar t per unit, maka pajak ini akan menaikkan 
biaya per unit produk ( C ) sebesar t, dan biaya total (C) akan naik sebesar 

tQ, sebagai berikut: 
 

Biaya per unit produk setelah pajak: C
t 

=  C  + t 
 

Biaya total setelah pajak sebesat t per unit : Ct = C + tQ = Q. C
t 

Besarnya laba yang diperoleh, 

 = R - Ct 
= R - (C + tQ) 

= R - C - tQ 

 
Laba tersebut akan maksimum, bila dipenuhi dua syarat : 
(1) Syarat yang diperlukan 

 „ = 0  R‟ = Ct„ 

(2) Syarat yang mencukupi 

 “ < 0  R” < Ct“ 
 

C   = biaya rata-rata per unit produk sebelum pajak. 
 

C
t  
= biaya rata-rata per unit produk setelah adanya pajak. 

C = biaya total sebelum pajak. 

Ct   = biaya total setelah adanya pajak. 

 

Contoh 9 - 17 

Seorang monopolis menghadapi fungsi permintaan Qd = 

biaya rata-rata per unit produknya   = Q + 5. 

 

 0,2P  8,2 dan 

P = harga per unit produk dan Q = kuantitas produk. Agar si monopolis 

mendapat laba yang maksimum, 

(a) Berapa unit produk seharusnya diproduksi dan berapa harga per unit pro- 

duk yang harus ditetapkan? 

(b) Berapa laba maksimum yang diperolehnya? 
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Penyelesaian 

(a)  Qd =  0,2P  8,2 
0,2 P = - Qd + 8,2 
P = – 5Q + 41 (kedua ruas dibagi 0,2, transposisi rumus) 

 
Transposisi rumus diperlukan untuk mendapatkan fungsi R dalam Q, yaitu 

R = f(Q). 

R = P.Q 
= ( – 5Q + 41)Q 

= – 5Q2 + 41Q 

 
MR = R‟ = – 10Q + 41 

R” = - 10 

Fungsi keuntungan,  = f(Q) 

 = R - C 

 = Q + 5 

C = .Q 

= (Q + 5)Q = Q2 + 5Q 

 
MC = C‟ = 2Q + 5 

C” = 2 

= (41Q – 5Q2) - (Q2 + 5Q) 

 = 36Q – 6Q2 (fungsi laba) 

Laba akan maksimum bila dipenuhi dua syarat : 

(1) MR = MC  41 – 10Q = 2Q + 5  Q = 3 

(2) R” < C”  R” = - 10 < C” = 2 (Laba maksimum pada Q = 3) 

Harga per unit barang adalah, 

P = – 5Q + 41 

= - 5(3) + 41 = 26 

 
Jadi, agar labanya maksimum, maka kuantitas produk yang diproduksi 3 

unit, dan harga per unit barang yang ditetapkan 26. 

 
(b) Laba maksimumnya 

Substitusikan Q = 3 ke dalam fungsi laba, maka diperoleh laba yang 

maksimum sebagai berikut: 

 = 36Q – 6Q2 

 (ma k ) = 36(3) - 6(3)2 

= 108 - 54 

= 54 

Jadi, laba maksimumnya sebesar 54 

 
Contoh 9 - 18 
Pada pasar yang bercorak monopoli diketahui fungsi permintaan  terhadap 

sejenis barang Qd =   0,5P  5  dan biaya rata-rata per unit = 2,5.  Jika 

terhadap barang yang dihasilkan (terjual) dikenakan pajak 0,5 per unit. 

Tentukanlah kuantitas barang yang harus diproduksi dan tingkat harga per- 

-unit barangnya agar mendapat keuntungan yang maksimum. Tentukanlah 

pula keuntungan maksimumnya. 
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 2 

 
 

Penyelesaian 

Qd =  0,5P  5 

R = P.Q 
= (10 – 2Q)Q 

= 10Q – 2Q2 

 
  P = 10 – 2Q 

(Transposisi rumus) 

 
C  = 2,5 

Ct  = C  + t 

= 2,5 + 0,5 = 3 
 

Ct  = Q Ct 
= Q.3 = 3Q 

MR = R‟ = 10 – 4Q 

R”  = - 4 

 

Fungsi keuntungan,  = f(Q) 

 = R - Ct 
= (10Q – 2Q2) - (3Q) 

= 7Q – 2Q2 

Ct‟ = 3 

Ct” = 0 

 

Keuntungannya akan maksimum bila dipenuhi dua syarat : 

(1) R‟ = Ct‟  10 – 4Q = 3  Q = 1,75 

(2) R” < Ct”  R” = - 4 < Ct” = 0 (keuntungan maksimum pada Q = 1,75) 

Harga per unit barang, 

P = 10 – 2Q 

= 10 - 2(1,75) = 10 - 3,5 = 6,5 

 
Keuntungan maksimum. 

Dengan memasukkan Q = 1,75 ke dalam fungsi keuntungan akan diperoleh 

keuntungan maksimum sebagai berikut: 

 = 7Q – 2Q2 

(maks)= 7(1,75) - 2 (1,75) 

= 12,25 - 6,125 
= 6,125 

 
Jadi, agar keuntungannya maksimum maka : 

(1) Kuantitas barang yang diproduksi sebanyak 1,75 unit 

(2) Harga per unit barang sebesar 6,5 

(3) Laba maksimumnya adalah 6,125 

 
 

Contoh 9 – 19 

Fungsi permintaan sejenis barang seorang monopolis, Qd =  0,5P  5 dan 

biaya rata-rata per unit , AC =  = 1. Apabila pemerintah mengenakan pajak 

penjualan sebesar t per unit terhadap barang yang terjual. 

 
Hitunglah 

(a) Keuntungan maksimum yang diperoleh si monopolis. 

(b) Besarnya pajak total maksimum yang diperoleh pemerintah dan t. 
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Penyelesaian 

Qd =  0,5P  5 

R = P.Q 
= (10 – 2Q)Q 
= 10Q – 2Q2 

 
  P = 10 – 2Q 

(Transposisi rumus) 

 

C  = 1 

 
Ct 

= 1+ t 

C  = Q. 

 
MR = R‟ = 10 – 4Q 

R” = - 4 

 
Fungsi keuntungan,    = f(Q) 

  = R - Ct 

t Ct 
= Q(1+ t) = Q + tQ 

C't = 1 + t 

Ct” = 0 

= (10Q – 2Q2) - (Q + tQ) 

= 9Q – 2Q2 - tQ 

 = - 2Q2 + (9 - t)Q (fungsi keuntungan) 

Keuntungan tersebut akan maksimum bila dipenuhi dua syarat : 

(1) R‟ = Ct‟  10 - 4q = 1+ t  Q =  
 

(2)  R” < Ct”  R” = - 4< Ct” = 0 (keuntungan maksimum pada Q =  ) 

Keuntungan maksimum 

Dengan  memasukkan Q = ke  dalam  fungsi keuntungan, diperoleh 

fungsi keuntungan maksimum dalam bentuk t yaitu  = f(t), sebagai berikut: 

  = - 2Q2 + (9 - t)Q 

 ( maks ) = 

 

= 

 

= 
 

Penerimaan pajak total, 

T = t.Q 

= t (Fungsi pajak) 

 
Penerimaan pajak total tersebut akan maksimum bila dipenuhi syarat: 

(1) T‟ =      
 

(2)  T” =   T” = -  (Pajak maksimum pada ) 
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Pajak total maksimum 

Substitusikan ke dalam fungsi pajak total, untuk    memperoleh pajak 

total yang maksimum. 

 
T  = 

 

T(maks) = 

 

= 

 

= 

 

Keuntungan maksimumnya. 

 
Dengan memasukkan ke dalam fungsi keuntungan maksimum, maka 

akan diperoleh keuntungan maksimumnya. 

 (maks) = 

 
 

= 
 

 

= 

 

Pajak per unit (t), 

t = 

Jadi, 

(a) 
Keuntungan maksimum yang diperoleh si monopolis sebesar 

 (b) Pajak per unit yang dipungut oleh pemerintah sebesar 

Pajak total maksimum yang diperoleh pemerintah sebesar 

 

9.8 Model-model Persediaan 
Pengendalian persediaan dalam suatu perusahaan sangat penting, oleh 

karena persediaan yang terlalu banyak mengakibatkan biaya penyimpanan 

meningkat, dan sebaliknya persediaan yang terlalu sedikit dapat mengakibat- 

kan kekurangan persediaan barang untuk diproduksi atau dijual. Pengenda- 

lian persediaan mencoba menyeimbangkan antara pemesanan besar yang 

ekonomis atau menjalankan produksi besar dengan biaya pemeliharaan 

persediaan. Tujuan dari model persediaan adalah meminimalkan total biaya 

persediaan. Biaya-biaya dalam model persediaan ini terdiri dari tiga type : 
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c 2Q 
 

c1D 
2 Q 

     2 1 

 
2c1 D 

c2 

 
 

1 Biaya pemesanan atau mulai menjalankan produksi (set up cost) 

Biaya pemerosesan dan pemesanan, biaya telpon, biaya pengepakan, 

biaya ekspedisi termasuk kelompok biaya ini. 

2 Biaya pemeliharaan persediaan, termasuk biaya modal (bunga), penyu- 

sutan, biaya penyimpanan (carrying cost). 

3 Biaya yang berlaku sesaat, termasuk kerugian/kehilangan goodwill (shor- 

tage cost). 

 
Pada bagian ini akan dipelajari dua model persediaan, yaitu: (1) model 

persediaan yang mengasumsikan bahwa barang-barang masuk sebagai 

persediaan tidak kontinu, dan (2) model persediaan yang mengasumsikan 

bahwa barang-barang masuk sebagai persediaan secara kontinu selama 

periode pemesanan atau produksi. Kedua model tersebut juga mengasu- 

msikan bahwa variabel permintaan, harga per unit produk, set up cost ,car- 

rying cost per unit adalah konstan. Di samping itu, semua permintaan untuk 

produk dipenuhi (tidak terjadi kekurangan barang). Dua model yang dibahas 

berikut ini, tanpa memperhitungkan shortage cost nya. Dengan demikian 

total biaya persediaan tiap periode dapat dinyatakan sebagai berikut: 
 

Total biaya persediaan =  total biaya 

pemesanan 

+ total biaya 

penyimpanan 

 

■ Model Pertama. Kedatangan barang persediaan tidak kontinu. 

Untuk model ini total biaya persediaan tiap periode dirumuskan sebagai: 
 

 
(9.20) 

 
 
 

D = permintaan tiap periode, c1 = set up cost, c 2 = carrying cost per unit 

barang, Q = kuantitas barang yang ditempatkan dalam persediaan pada 

suatu saat, Q/2 = persediaan rata-rata dan D/Q = banyaknya kumpulan 

barang tiap periode. 

 
Biaya persediaan tersebut akan minimum bila dipenuhi dua syarat yaitu : 

(1) dC 

dQ 

dC c
2   

c
1
D c c D    

dQ 2 Q
2 

2 Q 
2 

 
 
 

d 
2
C 

(2) 
dQ 

2 > 0 (untuk Q > 0) 

(9.21) 
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1 D c1D 

2 c2
Q k Q 

(2c1D) / c 2 [1  (D / k)] 

2c1 D 

c2 

 
 
 

Jadi, total biaya persediaan tersebut akan minimum, bila banyaknya barang 

yang  ditempatkan  dalam  persediaan  Q  =   (2c1D) / c 2 ,  dalam  D/Q kali 

setiap periode. Selanjutnya dengan memasukkan nilai Q =   (2c1D) / c 2  ke 
dalam fungsi total biaya persediaan, didapatlah nilai total biaya persediaan 

yang minimum. 

 
■ Model Kedua. Kedatangan barang persediaan sinambung/kontinu. 

Bila kedatangan barang persediaan sinambung, maka total biaya persedia- 

anya, dirumuskan sebagai berikut: 

 

 
(9.22) 

 
 

D = permintaan tiap periode,  c1  = set up cost,  c 2 = carrying cost per     

unit barang, Q = kuantitas barang yang ditempatkan dalam pertambahan 

persediaan, k = tingkat kedatangan barang (kuantitas barang tiap periode). 
Total biaya persediaan tersebut akan minimum bila dipenuhi dua syarat, 

yaitu : (1) 
dC 

dQ 
 0 

dan (2) d 
2
C 

dQ 
2 

> 0. Dengan menyelesaikan persamaan (1) 

akan diperoleh : 

 

(9.23) 

 

untuk Q > 0, syarat (2) akan terpenuhi. Jadi, total biaya persediaan tersebut 
minimum bila banyaknya barang yang ditempatkan dalam pertambahan per- 

sediaan adalah Q =  (2c1D) / c 2 [1  (D / k)] , dalam D/Q kali setiap periode. 

 
Contoh 9 - 20 

Untuk memproduksi sejenis barang, sebuah perusahaan membutuhkan 

bahan baku sebanyak 5000 unit setiap semester. Biaya untuk menyimpan 

satu unit per bulan sebesar 1,5. Biaya pemesanan sebesar 1.Tentukanlah 

kuantitas pesanan yang meminimalkan total biaya persediaan dan besarnya 

total biaya persediaan yang minimum tersebut. 

(a) Bila perusahaan membeli bahan baku, secara periodik dengan jumlah 

yang besar. 

(b) Bila perusahaan membeli bahan baku, secara periodik dari supllier yang 

mengirimkan secara terus menerus 1500 unit setiap bulan. 

 
Penyelesaian 

(a) Kasus kedatangan barang persediaan tidak sinambung 

D = 5000 , c1 = 1, c 2  = 1,5 x 6 = 9 

Q =  Q = 100 
3 
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3 

(2c1D) / c 2 [1  (D / k)] 

(10.000) / 4) 

2 k 

2 k 

 
 

C =  
c2Q 


c1D 

2 Q 

 
100 

 
 

(9)(100 ) 

 
 

(1)(5000) 
 

Pada Q =   3   C =
  3     

 = 300 

2 100 
3 

 

Jadi, kuantitas pesanan agar total biaya persediaan minimum adalah 
100 tiap semester. Sedangkan total biaya persediaan yang minimum 

sebesar 300. 

 
(b) Kasus kedatangan persediaan sinambung 

D = 5000 , c1 = 1, c 2  = 1,5 x 6 = 9, k = 1500 x 6 = 9000 

Q = = 

= (10.000) / 9[1  5 / 9)] = 

 

 
= = 25 

C =  1 c 2Q (1 - D ) + 
c1D 

Q 

Pada Q = 25  C=  1 c 2Q (1 - D ) + 
c1D 

 

Q 

C =  1 (9)(25) (1 - 5000 ) + 
(1)(5000)  

= 250 
2 9000 25 

 

Jadi, kuantitas pesanan agar total biaya persediaan minimum adalah 25 

tiap semester. Sementara total biaya persediaan yang minimum tersebut 

adalah 250. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2(1)(5000) / 9[1  (5000 / 9000)] 

(10.000) / 9[4 / 9)] 
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   Soal-soal Latihan  

 
 

9 - 1 Dari hasil penelitian pasar terhadap penawaran sejenis barang dida- 

pat data sebagai berikut: 

 
Harga per unit 

(P) 
Kuantitas yang ditawarkan 

(Qs) 
10 

15 

20 

5 

15 

25 

(a) Tentukanlah elastisitas penawaran barang tersebut. 

(1) Bila harga per unit naik dari 10 menjadi 15 

(2) Bila harga per unit turun dari 20 menjadi 15 

(b) Tentukanlah fungsi penawaran yang linear dan tentukanlah elas- 

tisitas penawarannya pada titik (50, 85). 
 

9 - 2   Fungsi permintaan sejenis barang Qd = - 3P2 + 4P + 10 

P = harga per unit dan Qd = kuantitas barang yang diminta. 
Pertanyaan 

(a) Hitunglah elastisitas dan tentukan sifat keelastisan atas permintaan 

barang tersebut pada tingkat harga 2. 

(b) Berikanlah makna terhadap nilai elastisitasnya. 

 
9 - 3   Fungsi permintaan terhadap sejenis barang adalah 

1 

Q =  25  P  2 

d 



2 

Pada P = 17, Qd = 2 
(a) Jika harga naik 2%, tentukanlah elastisitas busurnya. 

(b) Tentukanlah elastisitas permintaan barang tersebut pada tingkat 

harga P = 17. 

(c) Berikan makna terhadap elastisitas pada butir (b). 

 
9 - 4   Fungsi penawaran terhadap sejenis barang mengikuti fungsi 

Qs = 5 e
P 

P = harga per unit barang dan Qs = kuantitas barang yang ditawarkan. 
(a) Bila harga per unit barang tersebut naik dari 2 menjadi 7, hitunglah 

elastisitasnya. 

(b) Hitunglah elastisitas penawaran barang tersebut pada tingkat har- 

ga 3. 

(c) Tentukan pula sifat keelastisan atas penawarannya pada butirt (a) 

dan (b). Berikan interpretasi. 
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3 

 
 

9 - 5   Fungsi permintaan sejenis barang diduga berbentuk fungsi   kuadrat. 

Hasil penelitian pasar menunjukkan hasil sebagai berikut. 

 
Harga per unit 

(P) 
Kuantitas yang diminta 

(Qd) 
0 

2 

3 

25 

21 

16 
 

Pertanyaan 

(a) Tentukanlah elastisitas permintaan barang tersebut bila harga per 

unit turun dari 3 menjadi 2. 

(b) Tentukanlah fungsi permintaan barangnya 

(c) Tentukanlah elastisitas permintaan barang tersebut pada tingkat 

harga 4 per unit. Berikan interpretasi terhadap nilai elastisitas 

yang diperoleh. 

 
9 - 6 Biaya total yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan manufaktur 

untuk memproduksi sejenis barang dinyatakan oleh fungsi, 

C = f(Q) = 
1 

Q
3 
 4Q

2 
 12Q  5 

3 

C = biaya total dan Q = kuantitas barang 

Pertanyaan: 

(a) Berapa unit sebaiknya perusahaan tersebut berproduksi agar 

biaya totalnya minimum? Berapa biaya total minimumnya? 

(b) Berapa biaya marginal dan biaya rata-rata per unitnya pada saat 

biaya total minimum? 

 

9 - 7 Fungsi permintaan seorang monopolis Qd = 50 – 0,05P dan biaya 

rata-rata produksi tiap unitnya adalah AC = Q + 1 

Berapa unit sebaiknya berproduksi dan berapa harga tiap unit barang 

yang dia hasilkan untuk dijual supaya mendapat laba yang maksi- 

mum? 

 
9 - 8 Fungsi permintaan dan fungsi biaya total untuk seorang monopolis 

berturut-turut Qd = - 0,25P + 3 dan C = Q2 + 2Q. Jika kemudian pe- 

merintah mengenakan pajak sebesar t per unit terhadap barang yang 

dijual 

Tentukanlah, 

(a) Laba maksimum yang diperoleh si monopolis. 

(b) Pajak maksimum yang diterima oleh pemerintah. 

 
9 - 9 Sebuah perusahaan menjual produknya dengan harga 75 per unit. 

Biaya total yang dikeluarkan untuk memproduksi dan memasarkannya 

ditunjukkan oleh fungsi : 

C = f(Q) = 1 Q3 - 5Q2 + 120 

C = biaya total dan Q = kuantitas barang 
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Tentukanlah, 

(a) Laba maksimum yang dapat diperoleh oleh perusahaan. 

(b) Hasil penjualan, biaya marginal, kuantitas barang yang terjual 

ketika labanya maksimum. 

(c) Buatlah grafik fungsi labanya dalam Q,  = f(Q) 

9 - 10 Biaya rata-rata yang dikeluarkan oleh seorang produsen monopolis 

memiliki fungsi AC = 2Q + 3, jika fungsi permintaan barang tersebut 

adalah Qd = - 0,2P + 3. 

Berapa unit barang harus dijual jika ia menginginkan keuntungan yang 

maksimum dan berapa besar keuntungan yang maksimum tersebut. 

Buatlah grafik R, C dan AC dalam satu gambar. 

 
9 - 11 Jika fungsi AR dari seorang monopolis AR = f(Q) = 19 - 0,05Q dan 

biaya rata-rata AC = f(Q) = 5 + 0,020Q. Si monopolis menghendaki 

keuntungan yang maksimum, berapa seharusnya ia berproduksi (Q) 

dan berapa besarnya keuntungan maksimumnya. Buatlah grafik MR, 

MC, C dan AC dalam satu gambar. 

 
9 - 12 Fungsi permintaan  dan penawaran  suatu barang tertentu    masing- 

masing Qd = 14 – 2P dan Qs 
 3P  

9 

4 

Terhadap barang terjual pemerintah memungut pajak sebesar t per 

unit. Tentukanlah penerimaan yang maksimum dari pajak dan berapa 

besarnya t? 

 
9 - 13 Biaya total yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan dinyatakan 

oleh, C = h(Q) = 10Q2 – 60Q + 500 

Pertanyaan : 

(a) Berapa unit sebaiknya perusahaan tersebut berproduksi agar biaya 

totalnya minimum dan berapa besar biaya total minimumnya. 

(b) Hitunglah pula biaya tetap dan biaya variabel pada saat biaya 

totalnya minimumnya, apa maknanya nilai biaya variabel yang 

negatif? 

 

9 - 14 Fungsi permintaan terhadap suatu barang Qd = - 0,25P + 6 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi penerimaan totalnya 

(b) Fungsi penerimaan marginalnya 

(c) Fungsi penerimaan rata-rata 

(d) Penerimaan total, penerimaan marginal dan penerimaan rata-rata 

bila barang yang terjual 2 unit 

(e) Penerimaan total maksimumnya. 

 
9 - 15 Fungsi konsumsi masyarakat suatu negara, C = 10.000 + 0,75Y 

(C = konsumsi dan Y = pendapatan) 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi hasrat konsumsi marginal (MPC). 
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Q 

 
 

(b) Fungsi hasrat konsumsi rata-rata (APC). 

(c) MPC dan APC bila pendapatan masyarakat 100. 

 
9 - 16 Fungsi penerimaan total sebuah perusahaan diperkirakan mengikuti 

bentuk R = f(Q) = 72Q – 4Q2 

(a) Tentukanlah fungsi penerimaan marginalnya 

(b) Berapa unit sebaiknya perusahaan berproduksi agar penerimaan 

totalnya maksimum? 

(c) Tentukanlah penerimaan marginal dan penerimaan rata-ratanya 

bila barang yang terjual sebanyak 5. 

 
9 - 17 Fungsi tabungan masyarakat suatu negara, S = - 40 + 0,8Y. 

S = tabungan dan Y = pendapatan. 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi hasrat tabungan marginal (MPS) 

(b) Fungsi hasrat tabungan rata-rata (APS) 

(c) Fungsi konsumsi C = f(Y) 

(d) Fungsi hasrat konsumsi marginal (MPC). 

 
9 - 18 Fungsi biaya rata-rata untuk memproduksi 1 unit sejenis barang 

ditunjukkan oleh AC = f(Q) = 5Q + 40 + 120 . 

Tentukanlah 

(a) Fungsi biaya totalnya. 

(b) Fungsi biaya marginalnya. 

(c) Biaya marginal dan biaya rata-rata bila berproduksi sebanyak 5 

unit. 

(d) Kuantitas produksi yang meminimumkan biaya totalnya, dan 

besarnya biaya total minimumnya. 

 
9 - 19 Fungsi konsumsi masyarakat suatu negara, C = 60 + 0,75Yd. Bila 

pemerintah menerima pajak sebesar 10 dari masyarakat dan mem- 

berikan pembayaran alihan sebesar 4 kepada warga masyarakatnya. 

Tentukanlah, 

(a) Fungsi hasrat konsumsi marginalnya. 

(b) Besar konsumsi masyarakat negara tersebut bila pendapatan 

masyarakat sebesar 400. 

 
9 - 20 Fungsi permintaan suatu barang Qd = 12 - P2 . Jika Qd kuantitas barang 

yang diminta dan P = harga tiap unit barang. Tentukanlah   kuantitas 

barang dan harga per unit barang, serta elastisitas permintaannya 

pada saat total hasil penjualan maksimum. 

 
9 - 21 Sebuah perusahaan yang memproduksi sejenis produk memperkirakan 

bahwa biaya produksi per unit barang dipengaruhi oleh bayaknya ba- 

rang yang dihasilkan, dan mengikuti fungsi : 

 = 0,002Q2 - 1000 lnQ) + 7500 
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 = biaya produksi per unit dan Q = kuantitas barang yang diproduksi. 

Berapa unit sebaiknya perusahaan berproduksi agar biaya produksi 

per unitnya minimum? 

 
9 - 22 Fungsi permintaan sejenis barang diperkirakan berbentuk  hiperbola 

fermat sebagai berikut: 
Q  =  

a 

d   
Pm 

Qd = kuantitas barang, a = konstanta dan P = harga per unit barang. 

Hitunglah elastisitas permintaannya dan berikanlah interpretasi. 

 
9 - 23 Bagian riset pemasaran sebuah perusahaan kosmetika percaya bah- 

wa profit yang diperoleh perusahaannya dalam periode waktu terten- 

tu, merupakan fungsi dari frekuensi tayangan iklan per hari, di layar 

TV. Fungsi total profitnya dinyatakan oleh fungsi: 
 = f(Q) = (40Q2) e

0,5Q 

 = profit (dalam juta rupiah), dan Q = frekuensi tayangan iklan per 

hari di layar TV. Berapa kali dalam sehari sebaiknya iklan tentang 

produknya di tayangkan di TV agar profitnya maksimum? 

 

9 - 24 Seorang produsen menghadapi fungsi permintaan Qd= - 0,2P+ 20 

dan biaya totalnya: C = 50 + 25Q. Hitunglah tingkat produksi yang 

menghasilkan keuntungan maksimum, besarnya keuntungan maksi- 

mum dan harga jual per unit produknya. 

 
9 - 25 Stok capital (K) pada suatu daerah pada tahun ke t ditunjukkan  oleh 

_3_ 

fungsi : Kt = 20 t 2   + 75t 

Tentukanlah 

(a) Fungsi aliran investasi bersih pada tahun ke t. 

(b) Berapa besar (aliran) investasi bersih pada awal tahun(t = 0)? 

 
9 - 26 Konsumsi masyarakat suatu negara ditunjukkan oleh fungsi 

C = 80 + 0,6y + 0,4  Y 
Tentukanlah : 

(a) Fungsi hasrat konsumsi marginalnya 

(b) Fungsi konsumsi rata-ratanya. 

(c) MPC dan APC bila pendapatan masyarakat 100. 

 
9 - 27 Untuk memproduksi sejenis barang, sebuah perusahaan membu- 

tuhkan bahan baku sebanyak 40.000 unit setiap tahun. Biaya untuk 

menyimpan satu unit per bulan sebesar 1,5. Biaya pemesanan sebesar 

2. Tentukanlah kuantitas pesanan yang meminimalkan total biaya per- 

sediaan dan besarnya total biaya persediaan yang minimum tersebut. 

(a) Bila perusahaan membeli bahan baku, secara periodik dengan 

jumlah yang besar. 

(b) Bila perusahaan membeli bahan baku, secara periodik dari pemasok 

yang mengirimkan secara terus menerus 4000 unit setiap bulan. 
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HITUNG 
INTEGRAL 

 
10.1 Pengantar 

Kalkulus (hitung) diferensial dan integral mempunyai hubungan yang erat. 

Kalkulus diferensial mencari fungsi turunan dari suatu fungsi tertentu. Fungsi 

tertentu yang dimaksud disebut fungsi asal atau fungsi primitif. Sedangkan 

kalkulus integral, sebaliknya yaitu mencari kembali fungsi asal dari suatu 

fungsi turunan. Maka dari itu kalkulus integral disebut juga antiderivatif. 

Dalam bab ini akan dibahas dua macam integral yaitu integral tak tentu 

dan integral tertentu. Integral tertentu dapat juga digunakan untuk menghi- 

tung luas daerah yang tidak beraturan. 

Tujuan bab ini. Setelah membaca bab ini, peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan dapat lebih memahami hitung integral. 

 

10.2 Integral Tak Tentu 

10.2.1 Pengertian Integral Tak Tentu 
Dalam Bab 8 telah dibahas pengertian derivatif suatu fungsi. Bila ada 

suatu fungsi y = f(x), maka derivatifnya adalah : 
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10. Hitung Integral 
 

 
 

Sekarang persoalannya dibalik, akan dicari suatu fungsi yang derivatifnya 

telah diketahui. Cara untuk mencari suatu fungsi yang derivatifnya telah 

diketahui ini, disebut dengan anti derivatif atau integral tak tentu. 

 
Teorema 

Bila f(x) dan g(x) keduanya adalah integral tak tentu dari f ‟(x) pada interval 

tertutup [a, b] maka f(x) dan g(x) keduanya suatu fungsi yang hanya berbeda 

pada harga konstantanya saja dalam interval [a,b]. 

Sehingga, 
 

(10.1) 

 

 f‟(x)dx dibaca “ integral dari f‟(x) terhadap x. dx menunjukkan bahwa peng- 

integralan/proses integrasi dilakukan terhadap variabel x.  = tanda integral 

diambil dari huruf jerman S, yang mengacu pada penjumlahan, dipakai perta- 

ma kali oleh Leibniz. f(x) = fungsi integral atau fungsi primitif atau fungsi asal. 
f‟(x) = Integrand/fungsi yang diintegrasikan. C = Konstanta Integrasi. 

 
Untuk lebih jelasnya mengenai pengertian integral tak tentu, perhatikan 

contoh berikut: 

 
 

Contoh 10 – 1 

 

 

Dari Contoh 10-1 ternyata bahwa fungsi-fungsi yang hanya berbeda 

bilangan tetapnya (konstantanya) mempunyai derivatif yang sama. 

 
Jadi,    

 
 

10.2.2 Kaedah Dasar Integrasi 
Integral tak tentu dari suatu fungsi, akan lebih mudah didapat melalui 

aturan-aturan atau kaedah-kaedah integrasi berikut. 
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Fungsi Asal Derivatif/turunan 

g(x) = x2 + 5 

z(x) = x2 + 10 

u(x) = x2 + 30 

M 
f(x) = x2 + C 

g‟(x) = 2x 

z‟(x) = 2x 

u‟(x) = 2x 

M 
f ‟(x) = 2x 
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■ Fungsi Aljabar 

(1) Integral dari suatu konstanta (k) 

                                         (10.2) 

Contoh 10 - 2 

(a) 5 dx = 5x + C 

(b) 15 dx = 15x + C 

(c) dx = 1dx = x + C 

 

(2) Integral dari suatu fungsi pangkat (n  -1) 
 

(10.3) 
 
 
 

Contoh 10 - 3 

(a) x2 dx = + C =   + C 

(b) x5 dx = + C =   + C 

(c) x- 3 dx = + C =  + C = + C 

(3) Integral dari suatu fungsi pangkat (n = -1) 

 

(10.4) 

 

(4) Integral dari suatu konstanta kali fungsi pangkat 
 
 

(10.5) 
 
 
 

Contoh 10 - 4 

(a)  x3 dx = x3 +1 + C = + C 
 

(b)  2x3 dx = 
   2  
3  1 

x3 +1 + C = x4 + C =  
1 

x4 + C 
2 

 

(c)  5x4 dx = = = 
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= + 

+ C  = + C 

 

(d)   =  dx = + C  + C 

= 
 
 

(e)   dx = dx 

 
= 

C = + C = + C 

 

 

■ Fungsi Eksponen 

(1) Integral Fungsi Eksponen Berbasis e 

 

(10.6) 
 

 

Contoh 10 - 5 

(a)  ex dx = ex + C (c)  e5x dx = e5x + C 

(b)  e3x dx = . e3x + C (d)  e15x dx = e15x + C 

(2) Integral Fungsi Eksponen Berbasis a (a  e) 
 
 

(10.7) 
 
 
 
 

Contoh 10 - 6 

(a)  52x dx = .52x + C (c)  34t dt = .34t + C 

(b)  7x dx = .7x + C (d)  105y dy = .105y + C 

■ Fungsi Logaritma 

(1) Integral fungsi logaritma berbasis 10 

 

(10.8) 
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Contoh 10 - 7 

(a)  log (3x)dx = x log (3x) - x log e + C 

(b)  log (25x) dx = x log (25x) - x log e + C 

(c)  log (7x) dx = x log (7x) - x log e + C 

 
(2) Integral dari fungsi logaritma berbasis e 

 

 
(10.9) 

 
 

Contoh 10 - 8 

(a)  ln (6x) dx = x ln (6x) - x + C 

(b)  ln (3x) dx = x ln (3x) - x + C 

(c)  ln (5x) dx = x ln (5x) - x + C 

 

10.2.3 Sifat-sifat Integral 
 

(10.10) 

 
(10.11) 

 

 

Contoh 10 - 9 

(a)  5 x2 dx = 5  x2 dx (sifat 10.10) 

(b)  10 ln (3x) dx = 10  ln (3x) dx (sifat 10.10) 

(c)  5 ex dx = 5  ex dx (sifat 10.10) 

(d) (5ex - 3 ln x)dx =  5exdx -  3 ln x)dx (sifat 10.11) 

(e)  (x2 - 2x + 3)dx =  x2dx -  2xdx +  3dx (sifat 10.11) 

 

 

Agar lebih jelas, mengenai bagaimana proses integrasi, yaitu penentuan 

suatu fungsi yang derivatifnya diketahui, di bawah ini, diberikan beberapa 

contoh lagi. 

 
 

Contoh 10 - 10 

(a)  5 e3x dx = 5  e3x dx = 5 . . e3x + C =  e3x + C 
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Catatan: Cara menyelesaikan persoalan integral secara umum adalah 

sebagai berikut: melalui sifat-sifat integral yang ada, bawalah persoalan 

integral tersebut ke dalam bentuk rumus dasar atau aturan-aturan dasar 

integrasi, setelah itu, baru diselesaikan atau dipecahkan. 
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=  dx = 

= 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

(b)  2.52x dx = 2  52x dx = 2. .52x + C = .52x + C 

(c)  (x2 + 2x + 3) dx =  (x2 + 2x + 3x0) dx 

= x2 +1 +  x1+1 +  x0 + 1 + C 

=  x3 + x2 + 3x + C 

(d)  5 log (3x) dx   = 5 log (3x) dx 

= 5 {x log (3x) - x log e} + C 

(e)  2 log (25x) dx = 2  log(25x) dx 

= 2 {x log(25x) - x log e} + C 

(f)  5 ln (3x) dx = 5  ln(3x) dx 

= 5 {x ln(3x) - x} + C 

(g)  10 ln (6x) dx   = 10 ln(6x) dx = 10 {x ln(6x) - x} + C 

 

Contoh 10 - 11 

 






+ C = 

 
 

+ C 
 

 
Contoh 10 - 12 

 

 x2 dx =  x 2 = 

 

= = 
 
 

=  + C =  + C 

Contoh 10 - 13 

axex dx = (ae)x dx =  = 

 

Contoh 10 - 14 

(5 e3x - 7x + ex - x -3 + 2)dx =  5 e3x dx -  7x dx +  ex dx -  x -3dx +  2 dx 

= e3x -  + ex +  + 2x + C 

Nata Wirawan 247 

 
 

 
 

 
 

 
 



 
 

 
 

10. Hitung Integral 
 

 
 

 
 

 
 

 dx =... ? 

= 

 

10.2.4 Metode Integrasi 
Apabila persoalan Integral sulit dibawa ke dalam bentuk rumus dasar 

yang ada, maka perlu suatu cara/metode pemecahannya. Metode yang la- 

zim dipakai adalah :(1) Metode uraian, (2) Metode substitusi, (3) Integrasi 

parsial, dan (4) Integrasi fungsi pecah. 

Selanjutnya pada bagian ini, metode integrasi yang dibahas hanyalah, 

metode uraian, metode substitusi dan metode parsial. 

 
(1) Metode Uraian 

Dengan metode ini, suatu integral yang belum berbentuk rumus dasar, 

integrandnya diuraikan sehingga diperoleh integral dalam bentuk rumus da- 

sar. 

 
 

Contoh 10 - 15 

(a)   (x - ) 2 dx =   (x2 - 2 + )dx =   x2 dx -  2 dx +   dx 

=   (x2 dx - 2 dx +   dx 

= -(2) + ln x + C 

= - + ln x + C 

 

= -  x  x + ln x + C 

(b)   (x - ) 2 dx = . . . ? 

(x - ) 2 =  x2 - 2 (x) ) +  

 Sehinga, 

 (x - ) 2 dx = 

=  x2 dx -  2 dx +  x -2 dx 

=  x3 - 2x  x - 1 + C   x3 - 2x  -  + C 

(c) 

 

= 
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= 

 
=( x + 2 + ) dx 

) 

 
 

Sehingga, 

  dx = ) dx 

= 

 

= 
 

= 
 

 
= 

 

= 

 

(d)  ( x 2  2x  3  
dx dx 

x 

 

 

 

(e)   (2x + 3)3 dx =  {(2x)3 + (3)(2x)2(3)+ (3)(2x)( 32) + 33 ) } dx 

=  (8x3 dx +  36x2 + 54x + 27) dx 

=  (8x3 dx +  36x2 dx + 54 x dx + 27 dx 

= 8  (x3 dx + 36 x2 dx + 54 x dx + 27 x0 dx 

= +  + 54. + 27x  + C 

= 2x4 + 12x3 + 27x2 + 27x + C 

 
(2) Metode Substitusi Sederhana 

Salah satu cara untuk membawa persoalan kembali ke dalam bentuk 

rumus dasar ialah cara substitusi. 

 
Misalkan, 

 f(x) dx belum berbentuk rumus dasar. 
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= x dx +  2dx +  dx 

 
= 

= + 2x + 3 ln x + C 
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 ) 

 

 

Ambil substitusi x = u(z )  = u‟(z)  dx = u‟(z)dz 

Sehingga, 

(10.12) 
 

bentuk (10.12) , mungkin sudah berbentuk rumus dasar, sehingga integral 

dapat diselesaikan. 

 
 

Contoh 10 – 16 
 

(a) (3x + 1)10 dx = . . .? 

Bentuk (3x + 1)10 dapat diuraikan, tetapi cukup panjang. 

Untuk mudahnya dicoba menyelesaikan dengan metode substitusi. 

 
Misalkan: 

z = 3x + 1 

 = 3  dx = dz 

Sehingga, 

 (3x + 1)10 dx =   z10 

 

= z10 dz  = ( 

 

= (3x + 1)11  + C 

(b)  e 5x + 2 dx  = . . . ? 

Misalkan: 

z = 5x + 2 

=  5    dx  = 

 

Sehingga, 

 e 5x + 2 dx =   ez     =   ez  dz  =  ez + C 

= e (5x + 2) + C 

(c)  (x3 + 2)2  3x2  dx   =  ? 

Misalkan: 

z = x3 + 2 

 = 3x2    dx =   
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



 
  z - 3 dz 

- 

 
 

 
 

 = 

. = (   ) 

(   ) 

 
 

 
 

 
 

Sehingga, 

 (x3 + 2)2. 3x2 dx =   z2 . 3x2 .  

 =   z2 dz 

z3 
= + C 

3 

 
 

(d)  = . . .   ? 

(x3   2)3 

=  C 
3 

 

Misalkan: 

 
 
 

Sehingga, 

 
z = (x3 + 2) 

 =  3x2    dx =  

 

   = 

= 
 

 
= 

 

= 

 
(e)   . . . ? 

 

 
Misalkan: 

 

z = x3 + 2 

= 3x2      dx = 
 

Sehingga, 
 

 



=  = dz 

= 
 

 
= 
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 z3 ex =   z3  dz 

= 

 
 

 

 
(f)    . . . ? 

 

Misalkan:  
z  = ln x 

=  dx = x dz 

Sehingga, 

   =   x dz  =   z dz  =  z2 + C 

= (ln x)2 + C 

 

 
(g)  (ex + 1)3  ex dx =  ? 

Misalkan: 

z  = ex + 1 

  = ex  dx = 

Sehingga , 

 (ex + 1)3 ex dx = 

 

= 

 
 

(h) = . . .? 
 

Misalkan:  
z   =  e 2x  + 1 

 
= 2 e 2x      dx = 

 

Sehingga,  
e2x dz 

=  
z.2e2x   

= 

= 



(i)   . . . ? 
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= ln z + C 
 

= ln (e 2x + 1) + C 
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Misalkan: 
 

 
z2 = x + 3  x = z2 - 3 

z = 

 
Sehingga, 

2z.dz = dx 

 

 =   = 



=   . 2z  dz  =   2x dz  =  2 x dz 

=  2 (z2 - 3) dz   =  2 z2 dz - 2  3 dz 

 
= 

 

= 

 

= 

 

= 
 

(3) Metode parsial = Integral parsial 

Suatu integral apabila integrandnya (yang diintegrasikan) merupakan 

hasil kali dua derivatif suatu fungsi, maka penyelesaiannya dapat dipakai 

metode parsial. Untuk lebih jelasnya ikutilah uraian berikut : 
 

Misalkan: 

f(x) = u(x). v(x) 
 

Untuk mudahnya bentuk di atas hanya ditulis : 

f = u.v 

 
df  = v.du + u.dv 

 
Telah diketahui  f   = u.v, sehingga 

d(u.v) =  v.du + u.dv 

 
Integrasikan di kedua ruas: 

 d(u.v) = v du +  u.dv 

u.v =   v.du +  u.dv 
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df  = 

 
 

2. z3 - 2.3z + C 

 
2. .(x + 3)3/2 - 2.3 (x + 3) ½ + C 

(x + 3) 
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Jadi, 

 

(10.13) 
 

atau 
 

(10.14) 

 
Contoh 10 - 17 

(a)  x. ex dx  =  ? 
 

Misalkan: 

 
 

Sehingga, 

 
 
 

(b)  ln x dx  =  ? 

Misalkan: 

 
u = x     du = dx 

dv =  ex dx   v =   ex dx = ex 

 x. ex dx   =  x . ex -  ex dx 

= x . ex -   ex  + C 

= ex (x - 1) + C 

u = ln x    du = dx 

dv = dx  v =  dx = x 

Sehingga, 

 lnx dx  = ln x .x -  x  dx 

= x  ln x -  dx 

= x  ln x - x + C 

= x (ln x - 1) + C 

(c)  x2 ln x dx =  ? 

Misalkan, 

u = ln x    du = dx 

dv = x2 dx v =  x2 dx =   x3 

Sehingga, 

 x2 ln x dx =  ln x . x2 dx 

= x3 ln x -  x3 dx) 

= x3 ln x -  x2 dx 

 

= x3 ln x -( ) x3  + C 

 
= x3 ln x - x3  + C 
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

 
 

 
 

- (   ) 

- (   ) + C 

- + C 

 

 

 
 

(d)   x2 ex dx  = ? 

Misalkan: 

 
 

Sehingga, 

= x3 (ln x - ) + C 

 
u   = x2   du = 2x dx 

dv = ex dx     v =  ex dx = ex 

 

 x2 ex dx  =  x2 ex  -   ex. 2x dx 

= x2 ex  -  2 x ex dx 

= x2ex - 2(x.ex -  ex) + C 

= x2 ex - 2xex + 2 ex + C 

= ex (x2 - 2x + 2 ) + C 

(e)  x dx = . . . ? 
 

Misalkan, 

u = x  du = dx 

dv  = dx v = dx 

= 
 

 
= 

 

Sehingga, 

 x dx  = x . -  dx 

 
= x . -  dx 

 

=                                 + C 

= 
 

 
= 

 

 
= + C 

 
 

= + C 
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Bila pada 

didapat : 

= L 

 
 

10.3 Integral Tertentu 

10.3.1 Pengertian Integral Tertentu 
 

a = U0  X1   U1    X2   U2    X3    U3     b = Un   x 

Gambar 10.1 
 

Suatu fungsi y = f(x) kontinu dalam interval a  x  b . 

Interval a  x  b dibagi menjadi n interval, misalkan: 

a = u0 < u1 < u2 . . . . . < un = b dengan panjang interval : 

M M M 

 

Di dalam setiap interval yang panjangnya dapat dipilih suatu titik x 

sedemikian sehingga dapat dibuat jumlahan dari f(x). , ialah: 

 

f(x1).  +  +   = jumlah ini disebut 

sebagai integral fungsi y = f(x) pada interval  a  x   b . 

diambil limitnya untuk  n  dan   maka 

 menyatakan luas daerah ABCD 

Pandang satu potong/bagian dari bidang ABCD. Misalkan yang diambil 

adalah bidang PQRS 
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C y = f(x) 

S R 

D 

A P Q B 



 
 

 
 

10. Hitung Integral 
 

 
 

dx 

 

 

 
Gambar 10.2 

 
Bila diambil limitnya untuk  x  0, maka didapat : 

f(x) = 

f(x} = dL = f(x) dx 
 

 dL =  f(x) dx 

L(x) = 

Berarti L(x) merupakan integral dari f(x) dx 

L(b) = 

 

L(a) = = 0 

 

Misalkan, 

= F(x) + C atau  
 

Sehingga, 
 

L(x) = = F(x) + C 
 
 

L(a) = = F(a) + C = 0   F(a) + C = 0    C = - F(a) 

 
 

L(b) = = F(b) + C 
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didapat, 

 
 
 

Jadi, 

= F(b) - F(a) 

 

 
L(b) = = F(b) - F(a) 

 
 
 

 

(10.15) 

 
 

 
10.3.2 Sifat-sifat Integral Tertentu 

Jika f(x) dan g(x) keduanya adalah fungsi kontinu dalam interval a  x  

b maka : 
 
 

(10.16) 
 
 

(10.17) 
 
 
 

(10.18) 

 

(10.19) 
 

 
(10.20) 

 
 
 
 

 

Contoh 10 - 18 

(a)      = ...? 

= 
 

=  (2.22 + 3.2 ) - (2.02 + 3.0) 

= 14 
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1 

2 

b b 

3 

a 
 kf(x)dx  k f(x)dx 

a 

4 

c b c 

5 

a 
 f(x)dx   f(x)dx   f(x)dx 

a b 

bila c di dalam interval a  x  b 
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(b) =  ? 

= 

= (23 + 22 + 7.2) - (13 + 12 + 7.1) 

= 26 - 9 

= 17 
 

(c)  ? 
 

 

 
= 

 
= [ ln (8 + 2) - ln (2 + 2)] = ln 10 - ln 4 

= 

 

= ln 2,5 

 

(d) = . . . . . ? 
 

= 

= 

= e (ln e - 1) -1 (0 - 1) 

= e (1 - 1) - 1 (-1) = 1 

 

10.4 Menghitung Luas Bidang Datar 
Salah satu kegunaan dari integral tertentu yaitu menghitung luas bidang 

datar 

(1) Luas bidang datar yang dibatasi oleh satu grafik fungsi 
 

(a) Terhadap sumbu x 

 
y 

Luas daerah yang diarsir (L) yaitu daerah 

yang dibatasi oleh sumbu x dengan grafik y = 

f(x) adalah : 

 
 
 

(10.21) 
 
 
 
 

 

Gambar  10.3 
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y = f(x) 

L 

0  a b x 
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y = f1(x) 

y = f2(x) 

0  a b x 

 
 

 

 
(b) Terhadap sumbu y 

y 

 
 

b 

 
 
 
 

 
g(y) 

 
 

Luas daerah yang diarsir (L) yaitu luas 

daerah yang dibatasi oleh sumbu y 

dengan grafik x = g(y) adalah : 

 
 

a 

(10.22) 
 

 

Gambar 10.4 

 

(2) Luas bidang datar yang dibatasi oleh dua grafik fungsi 
 

(a) Terhadap sumbu x 

y 

 
Luas daerah yang diarsir (L), yaitu luas 

daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi 

y = f1(x) dan y = f2 (x) adalah 

 
 

(10.23) 
 
 
 

Gambar  10.5 

(b) Terhadap sumbu y 

 

 
Luas daerah yang diarsir (L) yaitu luas 

daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi x = 

g1(y) dan x = g2(y) adalah 

 

(10.24) 
 
 
 
 
 
 

 

Contoh 10 - 19 

Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh garis y = 2x, y = 0 dan x = 3. 

 
Penyelesaian 
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L 

x = 

0 x 
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L 

8 y = x
3 

x 

 
 

 

y 

L = 

 

= 
 
 

 
 

Gambar 10.7 

= 
 

=  32 = 9 
 
 

Contoh 10 - 20 

Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh grafik y = x2 - 6x dan 

sumbu x. 
 

Penyelesaian 

y 
L = 

 

 
= 

0 
 

 
 
 
 

Gambar  10.8 

= 

 
= 72 - 108 



= 

 

Contoh 10 - 21 

Carilah luas daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi y = x3 dan sumbu y 

dari y = 0 sampai y = 8. 
 

Penyelesaian 

y 

 

y = x3  x = 
 

L = 

 
 

= 

 

0 

 
Gambar  10.9 

= 
 

= 12 
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y = 2x 

L 

0 3 x 

 
 

 
 

6 x 

L 

y = x
2 

- 6x 

 
 
1 

3 
x    3x 3 

2  
6 


0 
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Contoh 10 - 22 

Tentukanlah luas bidang datar yang dibatasi oleh y = x2 dan 

y = x + 2. 
 

Penyelesaian 

y 

y = x
2 

 
 

y = x + 2 

 
y = f1 (x) = x + 2 

y = f2(x) = x2 

4   ( 2, 4) L = 

 

L 

(-1,1)    = 
 

-2 -1 0   1 2 x 

Gambar 10.10 
= 

= 
 

= 
 

 

Contoh 10 - 23 

Hitunglah luas bidang datar yang dibatasi oleh kurva y = - x2 + 4 dan sumbu x. 

 
Penyelesaian 

 

L = 

 

 
= 

 

 
= 

 

Gambar  10.11 = 
 

= 
 

= 
 

Catatan : untuk menghitung luas daerah, sangatlah perlu untuk menggam- 

bar grafik fungsi pada interval yang bersangkutan. 
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y 

 (  0, 6) 

(-2,0)   0 (2,0) x 

 
 



 
 

 
 

10. Hitung Integral 
 

dx 

dx 

x5 

 
 

 
 

   Soal-soal Latihan  

 
 

10 - 1 Hitunglah harga dari : 

(a)  2 dx (h)    32x dx 

(b)   (2x2 + 5x + 2) dx (i)  x  dx 

(c)    (1 - t )2 dt (j)  2x( x2 - 1) 3 dx 

(d)  10 x dx (k) 



(e)  e15x dx (l) 



(f)  x dx (m)  



(g)  (2x2 . ln x ) dx (n)    dx 
 

 
10 - 2 Carilah harga dari : 

 

(a) (g) 

 

(b) (h) 

 

(c) ( i ) 

 

(d) (j) 

 

(e) (k) 

 

(f) (l) 
 
 
 

10 - 3 Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh: 

(a) Kurva y = x2 dan y = x 
(b) Kurva y = x3 dan y = 2x2 

(c) Kurva y = x2 , sumbu x dan garis-garis x = 1 dan x = 3. 

(d) Kurva y = x2 + 1, sumbu x, garis x = 0 dan x = 3. 
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10. Hitung Integral 
 

 

 
10 - 4 Tentukanlah luas daerah yang diarsir berikut ini : 

(a) (b) 

   

(c) (d) 

  
 

(e) (f ) 
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APLIKASI  INTEGRAL 
DALAM EKONOMI DAN BISNIS 

 
11.1 Pengantar 

Di dalam bab ini akan dipelajari mengenai aplikasi hitung integral dalam 

ekonomi dan bisnis, yaitu mencari fungsi asal dari fungsi marginalnya (fungsi 

turunannya). Mencari fungsi penerimaan total dari fungsi penerimaan margi- 

nal, fungsi biaya total dari fungsi biaya marginal. Mencari fungsi konsumsi dari 

fungsi konsumsi marginal, fungsi tabungan dari fungsi tabungan marginal dan 

fungsi kapital dari fungsi investasi. Penentuan fungsi asal dari fungsi margi- 

nalnya merupakan aplikasi integral tak tentu dalam ekonomi dan bisnis. 

Di samping itu dalam bab ini akan dipelajari juga konsumen surplus dan 

produsen surplus, tambahan pendapatan dan pembentukan modal yang me- 

rupakan aplikasi integral tertentu dalam ekonomi dan bisnis. 

Tujuan bab ini. Setelah mempelajari bab ini peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan mampu menerapkan hitung integral dalam ekonomi dan bisnis. 

 

11.2 Aplikasi Integral Tak Tentu dalam Ekonomi dan Bisnis 
Pada umumnya aplikasi disini berkaitan dengan mencari atau menen- 

tukan fungsi-fungsi ekonomi yang merupakan fungsi primitif (fungsi asal) dari 

fungsi marginalnya. Mencari fungsi penerimaan total dari fungsi penerimaan 

marginal, fungsi biaya total dari fungsi biaya marginal, fungsi konsumsi dari 

fungsi konsumsi marginal, fungsi tabungan dari fungsi tabungan marginal 

serta fungsi kapital dari fungsi investasi. 
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■ Fungsi Penerimaan Total (R) 

Fungsi penerimaan total merupakan Integral dari penerimaan margi- 

nalnya, dan sebaliknya penerimaan marginal merupakan turunan pertama 

dari fungsi penerimaan total. 

(11.1) 

 
■ Fungsi Biaya Total (C) 

Fungsi biaya total merupakan integral dari biaya marginalnya, dan se- 

baliknya biaya marginal merupakan turunan pertama dari fungsi biaya total. 
 

(11.2) 

 
 
■ Fungsi Konsumsi (C) 

Fungsi konsumsi merupakan Integral dari konsumsi marginalnya (MPC), 

dan sebaliknya konsumsi marginal merupakan turunan pertama dari fungsi 

konsumsi. 

 

(11.3) 

 
■ Fungsi Tabungan (S) 

Fungsi tabungan merupakan Integral dari tabungan marginalnya (MPS), 

dan sebaliknya tabungan marginal merupakan turunan pertama dari fungsi 

tabungan. 
 

(11.4) 

 

■ Fungsi Pembentukan Modal (K) 

Fungsi (pembentukan) modal atau fungsi (pembentukan) kapital meru- 

pakan Integral dari (aliran) investasi bersih (I) dan sebaliknya investasi ber- 

sih merupakan turunan pertama dari fungsi kapital. 
 

(11.5) 

 

Agar lebih jelas bagaimana fungsi asal dapat didapat melalui integrasi 

fungsi marginalnya, di bawah ini diberikan beberapa contoh. Untuk dapat 

membedakan konsumsi (C), biaya total (C) dengan tetapan/konstanta 

integrasi (C), khusus dalam integrasi biaya marginal dan konsumsi marginal, 

maka tetapan integrasi disimbolkan dengan K. 

 
Contoh 11 - 1 

Biaya Marginal ditunjukkan oleh MC = 150 – 80Q + 10Q2. Biaya tetapnya 

adalah 134. Carilah fungsi biaya totalnya, fungsi biaya rata-rata dan fungsi 

biaya variabelnya 
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  3  

 

Penyelesaian 

Fungsi biaya total, 
C = MC dQ 

= (150 – 80Q + 10Q2) dQ 

= 150Q – 40Q2 Q3 + K 

(K = Konstanta Integrasi) 

 
Bila Q = 0 dimasukkan ke dalam fungsi C = f(Q), didapat biaya tetap (FC) 

sebagai berikut : 

FC = 150(0) + 40(0)2 + (0)3 + K 

K = FC = 134 

 
Jadi, fungsi biaya totalnya adalah 

C = 150Q – 40Q2 + Q3 + 134 

Fungsi biaya rata-ratanya 

C 
AC = = 

Q 

150Q  40Q
2 
 10 Q

3 
 134 

Q 

= 150 – 40Q + Q2 + 134 

Q 

Fungsi biaya variabel 

 
VC = C - FC 

= (150Q – 40Q2 + Q3 + 134) - 134 

 
=150Q – 40Q2 + Q3 

 

Contoh 11 - 2 

Penerimaan marginal ditunjukkan oleh MR = 20 – 4Q 

(Q = kuantitas barang) 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi penerimaan totalnya. 

(b) Fungsi permintaannya. 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi penerimaan total, 

R  = MR dQ 
= (20 – 4Q)dQ 

= 20Q – 2Q2 + C 
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Bila Q = 0, maka R = 0. Selanjutnya nilai C (konstanta Integrasi) dicari 

dengan memasukkan Q = 0 dan R = 0 ke dalam persamaan di atas akan 

didapat nilai C sebagai berikut: 
 

R   = 20Q – 2Q2 + C 

0 = 20 (0) - 2 (0)2 + C 

C   = 0 

Jadi, fungsi penerimaan totalnya adalah 

R = f(Q) 
= 20Q - 2Q2 + C 

= 20Q - 2Q2 

 

(b) Fungsi permintaannya 

 

R = QP  P = 

 
R  

= 20Q  2Q
2 

Q Q 

P = 20 – 2Q   Q = - P + 10 

Jadi, fungsi permintaannya adalah Qd = - P + 10 

 
Contoh 11 - 3 

Hasrat marginal untuk konsumsi (MPC) adalah 0,8. Bila pendapatan nol (Y 

= 0) maka besarnya konsumsi adalah 50. 

Tentukanlah fungsi konsumsinya. 

 
Penyelesaian 

C  =  MPC dY 

=  0,8 dY 

= 0,8Y + K 

 
Selanjutnya dicari terlebih dahulu nilai K (konstanta Integrasi) dengan 

memasukkan Y = 0 dan C (konsumsi) = 50, ke dalam persamaan di atas 

akan didapat K sebagai berikut : 

C = 0,8 y + K 

50   = 0,8 (0) + K 

K = 50 

 
Jadi, fungsi konsumsinya 

C    = f(Y) 

= 0,8 Y + K 

= 0,8Y + 50 
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. 

 
1 

Y 2 

 
0,2 Y 

 

 
Contoh 11 - 4 

Hasrat marginal untuk konsumsi (MPC) adalah MPC = 0,6 + 

pendapatan nol (Y = 0 ), konsumsinya sebesar 10. 

Tentukanlah fungsi konsumsinya. 

 
Penyelesaian 

Fungsi konsumsinya 

C  = MPC dY 

0,1 
= (0,6 + ) dY 

Y 

= (0,6 + 0,1Y )dY 

 1 1 
 

 

 

0,1  . Apabila 
Y 

= 0,6Y + Y  2    + K 

 
 

= 0,6Y + + K 

 

= 0,6Y + + K 

Selanjutnya dicari terlebih dahulu nilai (K = konstanta Integrasi) dengan me- 

masukkan Y = 0 dan C (konsumsi) = 10 ke dalam persamaan di atas didapat 

K sebagai berikut :      

C   = 0,6Y + 0,2 Y + K 

10 = 0,6 (0) + 0,2  + K 

K  = 10 

 
Jadi, fungsi konsumsinya, 

C  = f(Y) 

= 0,6Y + 0,2 Y  + K 

= 0,6Y + 0,2 Y  + 10 

 

Contoh 11 - 5 

Hasrat marginal untuk menabung, MPS = 0,25 

Bila pendapatan nasional 100, terjadi tabungan negatif sebesar 10. 

Tentukanlah fungsi tabungan dan konsumsinya. 

 
Penyelesaian 

MPS  = 0,25 

S = f(Y)? 

S =  MPS dY 

=  (0,25) dY 

= 0,25Y + K 

 
Selanjutnya dicari terlebih dahulu nilai (K = konstanta integrasi) dengan 
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= 

= = 

 

 
memasukkan Y = 100 dan S = - 10 ke dalam persamaan di atas didapat K 

sebagai berikut : 

S = 0,25Y + K 

-10  = 0,25 (100) + K 

-10 = 25 + K 

K = - 35 

 
Jadi, fungsi tabungannya 

 
S  = f(Y) 

=  0,25Y + K 

=  0,25Y - 35  =  - 35 + 0,25Y 

 
Fungsi konsumsinya 

Y = C + S 

C  = Y - S 

= Y - (- 35 + 0,25Y) 

= y + 35 - 0,25Y 

= 35 + 0,75Y 

 
 

Contoh 11- 6 

Tingkat investasi bersih, I = f(t) = 20 t2/5 dan stok kapital (modal) pada awal 

tahun, t = 0 adalah 75 . 

Tentukanlah fungsi kapitalnya 

 
Penyelesaian 

I(t) = 20 t2/5 

Kt   =  I(t) dt = 20  t2/5 dt 
 

+ C 
 
 

Selanjutnya dicari terlebih dahulu nilai C (konstanta integrasi) dengan 

memasukkan nilai t = 0 dan Kt = 75, ke dalam persamaan di atas didapat 

nilai C sebagai berikut : 

Kt = 

 

75 = 
 

75 = C 

 
Jadi, fungsi Kapitalnya 
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+ 

 

Kt = f(t) = 

Contoh 11 - 7 

Tingkat investasi bersih adalah I = 50 t2/3 dan stok kapital pada tahun 

pertama (t =1) adalah 150. Carilah fungsi kapitalnya. Selanjutnya berapakah 

besar kapital pada tahun ke empat. 

 
Penyelesaian 

I  =  50 t2/3 

Kt  =  ∫I(t) dt 

=  ∫(50 t2/3 ) dt = 50 ∫ t2/3 dt 

 
= 

 
 

= 
 

 
= 

 

Dicari terlebih dahulu nilai C (konstanta Integrasi) dengan memasukkan t = 

1 dan Kt = 150 ke dalam persamaan di atas, didapat nilai C sebagai berikut : 

Kt = 

150 = 

150 = 30(1) + C 

C = 120 

 
Jadi, fungsi kapitalnya 

Kt   =  f(t) 

 
 

Besarnya kapital pada tahun keempat (t = 4) 
 

Kt   = 120 

= + 120 

= 30(10,07) + 120 

= 422,1 
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Contoh 11 – 8 

Biaya marginal untuk memproduksi sejenis barang 

MC = 3Q2 – 24Q + 45 

Jika untuk memproduksi 1 unit barang diperlukan biaya 44. 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi biaya totalnya. 

(b) Besar biaya total, biaya rata-rata serta biaya marginal pada saat output 2 

unit. 

 
Penyelesaian 

(a) Fungsi biaya total, 
C  =  (MC)dQ 

=  (3Q2 – 24Q + 45)dQ 

= Q3 – 12Q2 + 45Q + K 

 
Selanjutnya nilai K (konstanta integrasi) dicari terlebih dahulu dengan 

memasukkan Q = 1 dan C (biaya) = 44 ke dalam persamaan di atas 

didapat : 

C  = Q3 – 12Q2 + 45Q + K 

44  = (1)3 - 12(1)2 + 45(1) + K 

K  = 44 - 34 

= 10 

 
Jadi, fungsi biaya totalnya 

C  = Q3 – 12Q2 + 45Q + K 

= Q3 – 12Q2 + 45Q + 10 

 
(b) Besarnya biaya total, bila Q = 2 

C  = Q3 – 12Q2 + 45Q + 10 

= (2)3 - 12(2)2 + 45(2) + 10 = 60 

 
Besarnya biaya rata-rata, bila Q = 2 

 
AC = 

C Q3 12Q2  45Q  10 

Q 
 

Q 

= Q
2  

- 12Q + 45 + 10 

Q 

Q = 2  AC = (2)2 - 12(2) + 45 = 30 

Besarnya biaya marginal, bila Q = 2 

MC = 3Q2 – 24Q + 45 = 3(2)2 - 24(2) + 45 = 9 

 
Contoh 11 - 9 

Seorang monopolis memiliki fungsi 

MR = 16 – 5Q 

MC = 4Q - 2 

FC = 10 
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Q = kuantitas output dan P = harga per unit output. Apabila si monopolis 

menghendaki keuntungan/laba yang maksimum, 

Pertanyaan, 

(a) Berapa unitkah sebaiknya berproduksi dan dengan harga berapa tiap 

unit output dijual . 

(b) Berapa keuntungan maksimumnya? 
 

Penyelesaian 

MR = 16 – 5Q  R” = - 5 

R  = MR.dQ 

= (16 - 5Q)dQ 

= 16Q -  Q2 + K 

= Q2 + 16Q + K 

Bila Q = 0 , maka R = 0, selanjutnya 

nilai K (konstanta Integrasi) dicari 

terlebih dahulu dengan memasukkan 

Q = 0, R = 0 ke dalam persamaan di 

atas, didapat : 

R = 16Q - Q2 + K 

0 = 16(0) - (0)2 + K 

K = 0 

 

Jadi, R = 16Q - Q2 + 0 

R = - Q2+ 16Q 

Fungsi keuntungan/laba. 

 = R - C 

 
MC = 4Q – 2    C” = 4 

C = MC.dQ 

= (4Q - 2)dQ 

= 2Q2 – 2Q + K 

 
 

Bila Q = 0, maka C = FC = 10. 

Selanjutnya nilai K (konstanta 

integrasi) dicari terlebih dahulu 

dengan memasukkan Q = 0, C = 

10 ke dalam persamaan di atas, 

didapat: 

 

C = 2Q2 – 2Q + K 

10 = 2(0)2 - 2(0) + K 

10 = K 

Jadi, C = 2Q2 – 2Q + K 

= 2Q2 – 2Q + 10 

 
= (16Q - 

5 
Q

2 
) - (2Q2 – 2Q + 10) 

2 

= -  
9 

Q
2 
+ 18Q - 10 

2 

Keuntungan/laba akan maksimum bila dipenuhi dua dengan syarat : 

(1)   MR = MC  16Q – 5Q = 4Q - 2 

9Q = 18 

Q = 2 

(2)   R” < C”   R” = -5 < C” = 4 (Laba maksimum pada Q = 2) 

 
Keuntungan/laba maksimumnya. 

  = - 
9 

Q
2 
+ 18Q - 10 

2 
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      2  

Q 

4  Y 

2 

2 

 
 

 (maks) = -  + 18(2) – 10 (masukkan Q = 2) 

= - 18 + 36 - 10 

= 8 

 

Besarnya harga per unit output (P) 

R    = QP 

R 
P = 

Q 

 5 Q
2 
 16Q 

Q 

 

 

 
Jadi, 

=  16 - 

= 16 - = 11 

(a) Untuk mendapatkan laba yang maksimum, seharusnya si monopolis ber- 

produksi sebanyak 2 unit, dengan harga jual per unit adalah 11. 

(b) Keuntungan maksimum yang akan diperolehnya sebesar 8. 
 

 
Contoh 11 - 10 

Fungsi MPS suatu masyarakat adalah MPS = 0,3 - 
1 

Bila pada tingkat pendapatan masyarakat nol (Y = 0), maka tabungannya 

minus 10. 

 
Ditanyakan : 

(a) Fungsi tabungannya. 

(b) Fungsi MPC –nya. 

(c) Fungsi konsumsinya. 

(d) Kalau pendapatan masyarakat tersebut 100, hitunglah besarnya MPC 

dan tingkat konsumsinya. 
 

Penyelesaian 

(a) MPS = 0,3 - 

 
1    = 0,3 - 

4Y 

 
1 = 0,3 - 

1 

4.Y 2 

 
Y

 
1 

 

 

4 

Fungsi tabungannya 
S =  ∫ MPS dY 

 1 

Y 2 

=  ∫(0,3 - 
4 

=   0,3Y - 

)dY  

Y
  1 1 

+ K 
4 
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Y 

2 2 

   

4  Y 

2 

2 

2 

1 

1 

 
 

 
1 

Y 2    

= 0,3Y - .  K  =  0,3Y - 

4 
Y  K 

 

Dicari terlebih dahulu nilai K (konstanta Integrasi) dengan memasukkan 

Y = 0 dan S = - 10, kedalam persamaan di atas didapat nilai K sebagai 

berikut : 

S = 0,3Y -  K 

 

- 10 = 0,3(0) - 

- 10 = K 

 
Jadi, fungsi tabungannya adalah : 

S = f(Y) 
 

S = 0,3Y - Y  K 
 

S = 0,3 Y - 

 
(b) Fungsi MPC - nya 

Y 10 

MPC + MPS = 1 

MPC = 1 - MPS 

 
MPC = 1 - (0,3 - 

 
Y

 1 

4 

 

 
 

) = 0,7 + 

 
Y

 1 

4 

 
 

1 
= 0,7 + 

 

(c) Fungsi konsumsi 

C = MPC dY 

Y
 1 

=  (0,7 + 
4 

 

 

 
)dY = 0,7Y + 

 

 
1 

( 1  1) 

 
Y

 1 1 

 K 
4 

 
= 0,7Y + 

1 
Y 2  K 

2 

 
(*) 

Terlebih dahulu dicari nilai C (Konsumsi). Nilai C ini didapat dengan 

memasukkan Y = 0 dan S = - 10 ke dalam persamaan berikut : 

Y = C + S 

0  = C - 10 

C  = 10 

Barulah kemudian dicari nilai K (konstanta Integrasi), dengan mema- 

sukkan C = 10 dan Y = 0 ke dalam persamaan (*) didapat, 
 

C = 0,7Y + 
1 

Y 2  K 
2 

10 = 0,7 (0) + 

10 = K 
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

 
 Qd = f(P) 

 
QE   E (PE ,QE) 

 Cs 

 

0 PE (P‟ , 0) P 

 

 
Jadi, fungsi konsumsinya 

C = 0,7Y + 
1 

2 
Y  10 

 

(d)  Bila Y = 100, MPC =  ? C = .? 

 

MPC = 0,7 +   
1  

 

C = 0,7Y +  10 

4   Y 

 

= 0,7 + 
 

= 0,7(100) + 
 

= 0,70 + = 0,725 = 70 + 5 + 10 = 85 
 

Jadi, besarnya MPC = 0,725 dan konsumsi masyarakat 85. 

 

11.3 Aplikasi Integral Tertentu dalam Ekonomi dan Bisnis 

11.3.1 Konsumen Surplus (Cs) 
Konsumen surplus adalah suatu keuntungan lebih atau surplus yang 

dinikmati oleh konsumen tertentu dikarenakan konsumen tersebut dapat 

membeli barang/jasa dengan harga lebih murah dari pada yang sanggup 

mereka bayar. Harga yang sanggup mereka bayar, ditunjukkan oleh fungsi 

permintaannya yaitu sebesar OP‟ (= P‟), sedangkan harga per unit yang 

harus mereka bayar diperlihatkan oleh harga pasar yaitu OpE (= PE). Selisih 

antara harga yang mampu/sanggup dibayar (OP‟) dengan harga pasar (PE) 

disebut keuntungan surplus tiap unit barang 

Secara geometris, besarnya konsumen surplus secara total ditunjukkan 

oleh luas daerah di kiri bawah kurva permintaan tapi di atas (di sebelah 

kanan) harga pasar (lihat luas daerah yang diarsir), pada Gambar 11.1. 
Qd 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 11.1 
 

Besarnya surplus konsumen secara total ditunjukkan oleh luas bangun pE 
p’ E, yaitu luas daerah yang diarsir, yang dapat dihitung dengan rumus: 

 
 
 

 
 

1 
Y 

2 
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P 

 f (p)dP 
P 

 

PE 

 f (P)dP 
P' 

 
QE 

f (Q).dQ 
0 

 
 

(11.6) 

 
 

 
11.3.2 Produsen Surplus (PS) 

Produsen surplus adalah suatu keuntungan lebih atau surplus yang dinik- 

mati oleh produsen tertentu dikarenakan produsen tersebut dapat menjual 

barangnya dengan harga lebih tinggi dari harga yang sanggup mereka jual. 

Harga yang sanggup mereka jual ditunjukkan oleh fungsi penawarannya 

yaitu sebesar OP‟ (= P‟), sedangkan tingkat harga yang terjadi di pasar (harga 

mereka harus jual) ditunjukkan oleh OPE (= PE ). Selisih antara harga pasar 

(PE) dengan harga yang sanggup mereka jual (P‟), merupakan keuntungan 

surplus tiap unit barang. 

Secara geometris, besarnya surplus produsen secara total ditunjukkan 

oleh luas daerah yang berada di kanan bawah kurva penawaran, tetapi di 

sebelah kiri harga pasar (lihat luas daerah yang diarsir), pada Gambar 11.2. 
 

Qs 

 

Qs = f(P 
 

QE    E (PE , QE) 

 Ps 

 
 
 
 

 

0    (P‟ , 0) PE P 

 

Gambar 11.2 

 
Besarnya surplus produsen secara total ditunjukkan oleh luas bangun PE E 

P’, yaitu luas daerah yang diarsir, yang dapat dihitung dengan rumus: 

 

(11.7) 

 

 
Catatan : 

(1) Bila fungsi permintaannya dinyatakan dalam bentuk P = f(Qd), maka 

konsumen surplus dihitung dengan rumus : 
 

 

(11.8) 
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QE 

 f (Q).dQ 
0 

 
 

6 
3 

 

 
(2) Bila fungsi penawarannya dinyatakan dalam bentuk P = f(Qs), maka pro- 

dusen surplus dihitung dengan rumus : 
 

 

(11.9) 

 
 

Contoh 11 - 11 

Fungsi permintaan terhadap sejenis barang, Qd = 5 - P 

P = harga per unit barang, Qd = kuantitas barang yang diminta 
(a) Tentukanlah konsumen surplus pada tingkat harga keseimbangan pasar 

9 per unit. 

(b) Gambar grafiknya. 

Penyelesaian 

(a) Bila PE = 9  QE = . . . . ? 

PE = 9  Qd = 5 - P 

QE = 5 - (9) (gantikan P dengan PE = 9) 

= 5 - 3 
= 2 

PE = 9, maka QE = 2  E(PE, QE) = E(9, 2) 

Harga per unit barang tertinggi (P‟) yang bersedia dibayar oleh konsumen, 

diperoleh bila Qd = 0 (mendekati nol, dan dianggap nol). 

Qd = 0   Qd = 5 - P 
0 = 5 - P 

-5 = - P 

P = 15  P‟ = 15 

 
Konsumen surplus 

P
' 

Cs = f (P)dP 
PE 

15 

= (5  1 P)dP = 
9 

 

= 

5P  1 P 
2  15 

9 

 

= 
 

Jadi, konsumen surplusnya sebesar 6 

 
(b) Gambar grafik 

Qd = 5 - P 
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16 

 
 

 

P 0 15 
Qd 

(P,Qd) 
5 

(0,5) 
0 

(15,0) 
 
 

 

Gambar 11.3 

 

Contoh 11 - 12 

Fungsi permintaan terhadap sejenis barang adalah, Qd = - 2P2 + 32 

P = harga per unit barang, Qd = kuantitas barang yang diminta 
(a) Carilah konsumen surplus pada tingkat harga keseimbangan pasar 3 per 

unit. 

(b) Gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Bila PE = 3  QE = . . . ? 

PE = 3  Qd = - 2 P2 + 32 

QE = - 2(3)2 + 32 (gantikan P dengan PE = 3) 
= -18 + 32 

= 14 
 

Maka, E ( PE , QE ) = E (3, 14) 

Harga per unit barang tertinggi (P‟) yang bersedia dibayar oleh konsumen, 

diperoleh bila Qd = 0 (mendekati nol, dan dianggap nol). 

Qd = 0  Qd = - 2P2 + 32 
0 = - 2P2 + 32 

P2 = 16 

P = =  4 

 

Jadi, P = 4  P‟ = 4 

P = 4 (bermakna secara ekonomis) 

P = - 4 (tak bermakna secara ekonomis) 
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





32  
 Qd = f (P) 

14    E (3, 14) 

 

Cs 

0 
   

3   4 P 

 

 
Konsumen surplusnya 

P' 

Cs = f (P)dP 
PE 

4 

Cs = 
 (2P2 

 32)dP 
3 

=    
2 

3 

=    
2 
3 

 
= 

4 

P21 
 32P



 3 

4 

P3 
 32P



 3 

 

= 

 

= 

 

= 

 

= 
 

(b) Gambar grafiknya  
Qd = - 2P2 + 32 

 
 
 

 
Qd 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 11.4 
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


 

 
Contoh 11 - 13 

Fungsi penawaran suatu barang adalah Qs = 0,5P - 2 

P = harga per unit barang, Qs = kuantitas barang yang ditawarkan 
(a) Tentukanlah produsen surplus pada tingkat harga keseimbangan pasar 8 

per unit. 

(b) Gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Bila PE = 8  QE = . . . . ? 

PE = 8  Qs = 0,5P - 2 
QE = 0,5(8) – 2 (gantikan P dengan PE = 8) 

QE = 2 

Maka, E(PE, QE) = E(8, 2). 

Harga per unit barang terendah (P‟), yang bersedia dijual oleh produsen, 

diperoleh bila Qs = 0 (mendekati nol dari atas, dan dianggap nol) 

Qs = 0  Qs = 0,5P - 2 
0  = 0,5P - 2 

2  = 0,5P 

P  = 4  P‟ = 4 

 
Produsen surplusnya 

PE 

Ps =  f (P)dP 
P' 

8 

=  (0,5P  2)dP 
4 

= ( 
1 

P2 

4 
 

= 

8 

 2P)


 4 

 

= 4 

 
(b) Gambar grafik 

Qs = 0,5P - 2 
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Gambar 11.5 

 
Contoh 11 - 14 

Fungsi penawaran suatu barang adalah, Qs = 3P2 - 12 

P = harga per unit barang, Qs = kuantitas barang yang ditawarkan 

(a) Tentukanlah produsen surplus pada tingkat harga keseimbangan P = 4. 

(b) Gambar grafiknya 

 
Penyelesaian 

(a) Bila PE = 4  QE = . . . . ? 

PE = 4  Qs = 3P2 - 12 

QE  = 3(4)2 – 12 (gantikan P dengan PE = 4) 
= 48 - 12 

= 36 

 
Maka, E(PE, QE ) = E (4, 36) 

Harga per unit barang terendah (P‟) yang bersedia dijual oleh produsen, 

diperoleh bila Qs = 0 (mendekati nol dan dianggap nol) 

Qs = 0  Qs   = 3P2 - 12 
0 = 3P2 - 12 
3P2 = 12 

P2   = 4 

P1   = 2 (bermakna secara ekonomis) 
P2  = - 2 (tak bermakna secara ekonomis ) 
P =  2  P‟ = 2 

 
Produsen surplusnya 

PE 

Ps =  f (P)dP 

4      
P' 

=  (3p 
2 
 12)dP 

2 

 

= 
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Qs = f(P) 

32     E(4, 32 ) 

 Ps 

 

0 2 4 P 

 
 
 

=   = 
 

= 16 + 16 = 32 

 

(b) Gambar grafik  
Qs = 3p2 - 12 

 
 
 
 
 

Qs 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Gambar 11.6 

 
 

Contoh 11 - 15 

Fungsi permintaan terhadap suatu barang adalah, Qd = P2 – 45P + 450 

P = harga per unit barang, Qd = kuantitas barang yang diminta 
(a) Tentukanlah  konsumen  surplusnya  pada  tingkat  harga keseimbangan 

pasar 10. 

(b) Gambar grafiknya. 

 
Penyelesaian 

(a) Bila PE = 10  QE = . . . . ? 

PE = 10    Qd  = P2 – 45P + 450 

QE = 102 - 45(10) + 450 (gantikan P dengan PE = 10) 
= 100 

 
Maka, E (PE, QE) = E(10, 100) 

Harga per unit barang tertinggi (P‟) yang bersedia dibayar oleh konsumen, 

diperoleh bila Qd = 0 (mendekati nol, dan dianggap nol). 

Qd = 0  Qd = P2 – 45P + 450 
0 = P2 – 45P + 450 

0 = (P - 30) (P - 15) 
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


 3 2 

 

 
(P - 30) = 0  P = 30  (tidak memenuhi fungsi permintaan, ingat   slope 

Qd adalah negatif) 
(P - 15) = 0  P = 15  (memenuhi fungsi permintaan) 

 
maka, P = P‟ = 15 

 
Konsumen surplus 

P
' 

Cs  = f (P)dP 
PE 

15 

=  (P
2 
 45P  450)dP 

10 

=  1 
P3 


3 

45 
P2 

 450P


2 10 
 1 

(15)3  
45 

(15)2  450(15)
 
 
 1 

(10)3  
45 

(10)2  450(10)


= 3 2 
    
    

=  {1125– 5062,5 + 6750} – {100 – 2250 – + 4500} 

= 2812,5 - 2350 

= 462,5 

 
(b) Gambar grafik 

Qd = P2 – 45P + 450 

 
 
 
 

Gambar 11.7 

 

Contoh 11 – 16 

Fungsi permintaan dan penawaran sejenis barang berbentuk: 

Qd = 9 - P2 dan Qs = P2 + 2P – 3 
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(a) Hitunglah konsumen surplus dan produsen surplus pada titik keseimbang- 

an pasar. 

(b) Gambar grafiknya 

 
Penyelesaian 

Syarat Keseimbangan pasar: 

Qd = Qs 
9 - P2 = P2 + 2P - 3 

2P2 + 2P -12 = 0 

P2 + P - 6 = 0 
(P + 3) (P - 2) = 0 

(P + 3) = 0  P = - 3 (tidak memiliki arti ekonomis) 

(P – 2) = 0  P = 2 (memiliki arti ekonomis) 

P = PE = 2 

 
PE = 2, QE = . . . ? 
PE = 2  Qd = 9 - P2 

QE = 9 - 22 (gantikan P dengan PE = 2) 
= 5 

 
Jadi, titik keseimbangan pasarnya adalah E (PE, QE) = E(2, 5) 

Konsumen Surplus 

Harga per unit barang tertinggi (P‟) yang bersedia dibayar oleh konsumen, 

diperoleh bila Qd = 0 (mendekati nol, dan dianggap nol). 

Qd = 9 - P2 

0 = 9 - P2 

P2 = 9 

P = 9 =  3 

P = 3 (memiliki arti ekonomis) 

P = - 3 (tidak memiliki arti ekonomis) 

Maka, P = 3  P‟ = 3 

P
' 

Cs = f (P)dP 
PE 

3 

=  (9  P 
2 
)dP 

2 

= 9P 


= 

1 
P3 

3 

3 




 2 

 

= 

 

= 18 - =  
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3 3 

 

 
Produsen Surplus 

Harga per unit barang terendah (P‟) yang bersedia dijual oleh produsen, 

diperoleh bila Qs = 0 (mendekati nol, dan dianggap nol) 

Qs = P2 + 2P - 3  
0  = P2 + 2P - 3 

(P + 3) (P - 1) = 0 

(P + 3 ) = 0  P = - 3 (tidak memiliki arti ekonomis) 

(P – 1) = 0  P = 1 (memiliki arti ekonomis) 

 
Maka, P = P‟ = 1 

PE 

Ps =  f (P)dP 
P' 

2 

=  (P
2 
 2P  3)dP 

1 

= 
1 

P
3 
 P

2 
 3P 

3 

2 




 1  1 

(2)3  22  3(2)
 
 
 1 

(1)3  12  3(1)


=       
     

= 
 

= 

 

= 
 

 
(b)  Gambar grafiknya 

Qd = 9 - P2 Qs = P2 + 2P - 3 
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


50 

 

 

 
Gambar 11.8 

 
11.3.3 Tambahan Pendapatan dan Pembentukan Modal 

 
Contoh 11 – 17 

Fungsi penjualan (penerimaan) marginal perusahaan perdagangan sejenis 

TV berbentuk: 

MR = f(Q) = - 0,08Q + 20 

Q = kuantitas TV yang terjual (unit), MR = pendapatan marginal (Juta rupiah) 

Hitunglah tambahan/kenaikan penjualan total, bila kuantitas TV yang terjual 

meningkat dari 50 menjadi 100 unit. 

 
Penyelesaian : 

R = …? (tambahan penerimaan total/penjualan total) 

100 

R =  (MR)dQ 
50 

100 

(0,08Q  20)dQ 
50 

 0,08 2

= 
2 

Q 

100 

 20Q


 50 

=  0,04Q
2 
 20Q100 

= [{( - 0,04 (100)2 + 20(100)} – {(-0,04(50)2 + 20(50)}] 

= [{ - 400 + 2.000} – { - 100 + 1.000}] 

= [1.600 – 900] 

= 700 
 

Jadi, tambahan penjualan totalnya sebesar Rp 700 juta. 

 
 

Contoh 11 – 18 

Fungsi investasi bersih dinyatakan oleh : I = f(t) = 400t1/4 

I = investasi (dalam miliar rupiah), t = waktu (dalam tahun). 
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1 / 4 

4 

0 

 

 
Tentukanlah: 

(a) Pembentukan modal dari akhir tahun pertama hingga akhir tahun kelima. 

(b) Waktu yang diperlukan agar modal yang terbentuk Rp 900 miliar. 

 
Penyelesaian 

(a)  Kt   = …? (dari t = 1 sampai dengan t = 5). 

5 5 

Kt   =  (I)dt =  (400t )dt 

1 1 

5 

= 
400 

t
11/ 4 






= 320t5 / 4 5 

1  1 
 1 

1 

= {(320(5)5/4 ) – ( 320(1)5/4 } 

= 2.392,544 – 320 

= 2.072,544 

 
Jadi, pembentukan modal dari akhir tahun pertama hingga akhir tahun keli- 

ma sebesar Rp 2.072,544 miliar. 

 

b) Kt = Rp 900 miliar, t = 0 hingga t. 

t = …? 
t t 

Kt =  (I)dt =  (400t
1/ 4 

)dt 
0 0 

t 

900  =  (400t
1/ 4 

)dt 
0 

900   = 320t5 / 4 t 

900  = { (320 t 
5 / 4 

) – (320 (0)
5 / 4 

)} 

= 320 t 
5 / 4 

- 0 

900 = 320 t 5 / 4 

 

t 5 / 4 
= 

900 
 

 

320 

 900 
4 / 5 

t  =   = 2,287 

 320 


Jadi, agar modal yang terbentuk sebesar Rp 900 miliar, investasi dilakukan 

selama 2,3 tahun. 
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   Soal-soal Latihan  

 

11 - 1 Biaya marginal ditunjukkan oleh MC = 108 – 45Q + 3Q2 

Biaya tetapnya adalah 300 

Tentukanlah: 

(a) Fungsi biaya totalnya. 

(b) Fungsi biaya rata-rata dan fungsi biaya variabel. 
 

11 - 2 Penerimaan marginal ditunjukkan oleh MR = 200 + 20Q – 15Q2 

(Q = kuantitas barang) 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi penerimaan total dan fungsi penerimaan rata-ratanya. 

(b) Penerimaan total dan harga tiap unit barang bila barang yang 

terjual sebanyak 4 unit. 

 
11 - 3 Diketahui hasrat marginal untuk konsumsi, MPC = 0,75. Bila penda- 

patan nol , maka konsumsinya 40. 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi konsumsinya 

(b) Besarnya konsumsi bila besarnya pendapatan 100. 

 
11 - 4 Hasrat marginal untuk menabung, MPS = 0,6. 

Bila pendapatan nasional 200, terjadi tabungan negatif sebesar 30 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi Tabungan, S = f(Y) 

(b) Fungsi konsumsi, C = f(Y) 

(c) Nilai tabungan dan konsumsi masing-masing bila pendapatan nasionalnya 

400. 

 

11 - 5 Tingkat Investasi bersih , I = f(t) = 10 t3/4 dan stok kapital pada awal 

tahun (t = 0) adalah 60. 

Tentukanlah : 

(a) Fungsi kapitalnya. 

(b) Besarnya kapital pada tahun kelima (t = 5). 

 
11 - 6 Biaya marginal untuk memproduksi sejenis barang, 

MC = 35 – 12Q + Q2 

Bila untuk memproduksi 1 unit barang diperlukan biaya 50, tentukanlah: 

(a) Fungsi biaya total dan fungsi biaya rata-ratanya. 

(b) Biaya total dan biaya rata-rata bila berproduksi sebanyak 2 unit. 

 
11 - 7 Seorang monopolis memiliki fungsi 

MR = f(Q) = 32 – 8Q 

MC = h(Q) = 2Q - 3 

FC = 20 
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Apabila si monopolis menghendaki keuntungan yang maksimum 

(Q = kuantitas output, P = harga per unit output) 

(a) Berapa unit sebaiknya berproduksi dan dengan harga berapa tiap 

unit output seharusnya dijual 

(b) Berapa keuntungan yang akan diperoleh si monopolis 

(c) Buatlah grafik C, R, MC, MR dalam satu gambar. 

 
11 - 8 Fungsi permintaan terhadap suatu barang berbentuk, Qd = 15 - P. Bila 

P = harga tiap unit barang dan Q = kuantitas barang yang diminta. 

Tentukanlah konsumen surplus bila kuantitas keseimbangan pasar 5, 

dan buatlah grafiknya. 

 
11 - 9 Fungsi permintaan terhadap suatu barang berbentuk Qd = 84 - P2. 

Bila P = harga tiap unit barang dan Q = kuantitas barang yang diminta. 

Tentukanlah konsumen surplus bila tingkat harga keseimbangan 

pasar 2, dan buatlah grafiknya. 

 

11 - 10 Fungsi penawaran sejenis barang berbentuk Qs = 3P2 - 27 
Tentukanlah  produsen  surplus,  bila  tingkat  harga keseimbangan 

pasar 5. Buatlah grafiknya. 

 
11 - 11  Fungsi penawaran terhadap suatu barang berbentuk 

Qs = 3P2 – 3P – 2 

Tentukanlah produsen surplus, bila kuantitas keseimbangan  pasar 

3. Buatlah grafiknya. 

 
11 - 12 Tentukanlah konsumen surplus dan produsen surplus pada tingkat 

keseimbangan pasar, bagi sejenis barang yang memiliki fungsi per- 

mintaan dan fungsi penawaran sebagai berikut: 

 
Fungsi permintaan Fungsi penawaran 

(a) Qd = 45  P Qs = 0,5P - 3 

(b) Qd = - 0,2P + 16 Qs = 0,5P – 5 

(c) Qd = 18 – P – P2 Qs = - 6 – 2P + 2P2. 

11 - 13 Bila fungsi permintaan sejenis barang berbentuk, Qd = 18 – 2P2 

Tentukanlah konsumen surplus, bila 

(a) Kuantitas keseimbangan pasar adalah 2. 

(b) Harga per unit barang pada keseimbangan pasar adalah 1. 

 
11 - 14 Dalam kondisi persaingan sempurna, kuantitas barang yang diminta 

pada harga-harga yang berlaku ditentukan oleh fungsi permintaan 

dan penawaran masing- masing sebagai berikut , 

Qd = 10 - P - P2 dan Qs = 3P2 – 3P – 2 

Tentukanlah konsumen surplus dan produsen surplus pada titik 

keseimbangan pasar. 
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11 - 15  Seorang produsen mempunyai fungsi penawaran, Qs = 2P – 10. 

Bila P = harga per unit barang dan Qs = kuantitas barang yang 
ditawarkan.Tentukanlah produsen surplus pada titik keseimbangan 

pasar E(7, 4) 

 
11 - 16 Penerimaan/penjualan marginal sebuah perusahaan perdagangan 

ditunjukkan oleh MR = - 2Q + 20. Bila kuantitas barang yang terjual 

mengalami kenaikan dari 5 unit menjadi 8 unit. Tentukanlah kenaikan 

penjualan yang diperoleh. Q = kuantitas barang. 

 
11 - 17  Marginal profit dari penjualan sejenis barang ditunjukkan oleh fungsi: 

MP = - 5Q + 200. 

Q = kuantitas barang yang terjual dan MP = marginal profit (dalam 

ribu rupiah). Bila barang yang terjual sebanyak 100 unit, profitnya 

setengah juta rupiah. Tentukanlah fungsi profitnya. 

 
11 - 18 Fungsi penjualan (penerimaan) marginal produk sebuah perusahaan 

berbentuk: 

MR = f(Q) = - 0,02Q + 5 

Q = kuantitas barang yang terjual (unit), MR = pendapatan marginal 

(miliar rupiah) 

Hitunglah tambahan penjualan total (penerimaan total), bila kuantitas 

barang yang terjual meningkat dari 100 menjadi 150 unit. 
 

11 - 19  Fungsi investasi bersih dinyatakan oleh : I = f(t) = 350t2/5 

I = investasi (dalam miliar rupiah), t = waktu (dalam tahun) 

Tentukanlah: 

(a) Pembentukan modal dari akhir tahun pertama hingga akhir tahun 

keenam. 

(b) Waktu yang diperlukan agar modal yang terbentuk Rp 700 miliar. 
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TURUNAN FUNGSI MULTIVARIABEL 
DAN APLIKASINYA 
DALAM EKONOMI DAN BISNIS 

 
12.1 Pengantar 

Dalam Bab 8, telah dibahas turunan suatu fungsi dengan satu variabel 

bebas (fungsi univariabel) dengan bentuk eksplisit y = f(x) atau dalam 

bentuk implisit f(x, y) = 0. Dalam bab ini akan dibahas turunan suatu fungsi 

yang memiliki lebih dari satu variabel bebas, yang fungsinya disebut fungsi 

multivariabel/multivariat. Di antara variabel-variabel bebas tersebut, variabel 

yang satu dapat mempengaruhi variabel bebas lainnya atau tidak. Fungsi 

dengan dua atau lebih variabel bebas ini, penerapannya banyak dijumpai 

dalam ekonomi dan bisnis. 

Dalam bab ini akan dibahas terbatas pada turunan parsial dan 

penerapannya dalam ekonomi dan bisnis, yaitu biaya marginal, permintaan 

marginal dan elastisitas parsial. Aplikasi fungsi multivariable/multivariat 

lainnya yang lebih luas dibahas dalam Buku Matematika Ekonomi Lanjutan. 

Tujuan dari bab ini. Setelah mempelajari bab ini peserta didik (mahasiswa) 

diharapkan dapat memahami dengan baik tentang turunan fungsi 

multivariabel khususnya turunan parsial dan menerapkannya  dalam 

ekonomi-bisnis. 

 

12.2 Turunan Parsial 
Pada dasarnya cara mendapatkan turunan parsial sama dengan  

turunan biasa. Kalau turunan biasa berkaitan dengan suatu fungsi hanya 

dengan satu variabel bebas (fungsi univariabel), sedangkan turunan parsial 
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berkaitan dengan suatu fungsi yang memiliki lebih dari satu variabel bebas 

(fungsi multivariabel). Suatu fungsi multivariabel dapat diturunkan terhadap 

salah satu variabel bebasnya dengan menganggap (memperlakukan) semua 

variabel bebas lainnya sebagai konstanta. 

Untuk menyatakan turunan parsial dipakai simbol  , yang merupakan 

variasi  dari  huruf yunani     (baca:  delta)  seperti   
z 

(turunan   parsial 

z  terhadap  x),  
z 

y 

x 

(turunan parsial z  terhadap  y).  Sedangkan  untuk 

menyatakan turunan biasa dipakai simbol d, seperti dy (turunan y  terhadap 

x), 
dz 

dx 

dx 

(turunan z terhadap y). 

 

 

Contoh 12- 1 

 
Untuk  fungsi  multivariabel  z = f(x, y) 

 
Turunan  parsial  pertama  z  berkenaan/terhadap  x dapat ditulis 

z f 
zx  = 

x 
 
x 

 f x  f (x, y) 
x 

Turunan parsial pertama  z berkenaan /terhadap  y dapat ditulis 

z

zy  = 
y 

f 

 
y 


f y 

y 
f (x, y) 

Turunan parsial kedua z berkenaan/terhadap  x dapat ditulis 


2 z 
 


2f 
    

   z 

zxx  = 
x2 x2 

fxx 

x 
( 
x

) 

Turunan parsial kedua z berkenaan  / terhadap  y dapat ditulis 


2 z 
 


2f 
    

   z 

zyy  = 
y2 y2 

fyy 

y 
( 
y

) 

Turunan parsial silang z terhadap x dan terhadap y atau turunan parsial 

kedua z  mula - mula  terhadap  x kemudian  terhadap  y dapat ditulis. 


2 z 





2f  

   
    z 

 
    

zxy  = 
x.y x.y 

fxy 
x 

( 
y

) 

Turunan parsial silang z terhadap y dan terhadap x atau turunan parsial 

kedua  z mula - mula  terhadap y kemudian  terhadap  x dapat ditulis. 
z =  


2 z  







2f  

    
   z 

 
    

yx 
y. x y. x 

fyx 
y 

( 
x

) 

Turunan parsial yang lebih tinggi dapat diperoleh lagi bila turunan parsial 

sebelumnya memungkinkan untuk diturunkan kembali. 

 
 


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x x x 

x x 
2 

x x x x 

 
 

Contoh 12- 2 

Tentukanlah turunan parsial (pertama) dari 

(a) z = f(x1, x2) = 3x1 + 2x2 
(b) z = f(x, y) = 2x3 + xy + y2 

 

Penyelesaian 

 
(a)   z  =  3x1 + 2x2 

zx1 = 

z 

z   
= 3 

1 

z 
 

 

Turunan parsial pertama z terhadap x1 
dengan x2 dianggap konstanta 

Turunan  parsial pertama z terhadap x2 
x2    = = 2 

 x2 

dengan x1 dianggap konstanta 

 

(b)   z  =  2x3 + xy + y2 

z 

zx  =  
x  

= 6x + y 

z 

 
 

Turunan parsial pertama z terhadap x 

dengan y dianggap konstanta 

Turunan  parsial pertama z terhadap y 
zy  = 

y 
= x + 2 y dengan x dianggap konstanta 

 

 

Contoh 12- 3 
Diketahui  fungsi  z =  x2 

 5x x 
 
 2x3 

Hitunglah 
1 1  2 2 

(a)   zx1   =  . . .? (d) zx2x2  =   . . .? 

(b)   zx2   =   . . .? (e) zx1x2   =  . . . ? 

(c)   zx1x1  =  . . . ? (f) zx2x1   =   . . . ? 

 
Penyelesaian 

 

(a) z =  2x1 + 5x2 (d) z = 12x2 
1 2  2 

(b) z 
2 

=  2x1 - 6x2 (e) 
z =  5 

1  2 

(c) z =  2 (f)  z =  5 
1  1 2  1 

 

Contoh 12- 4 

Tentukanlah nilai Zx , Zxx dan Zxy pada x = 1 dan y = 2 dari fungsi 

Z = x2 + xy2 + 5. 
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Penyelesaian 
 

Zx  = 2x + y2 

= 2(1) + (2)2 (pada  x = 1 dan  y = 2) 

=  6 

 

Zxx = 2 
= 2 (pada x = 1 dan  y = 2) 

 

Zxy   = 2y 
= 2(2) (pada x = 1 dan  y = 2) 

=  4 

 
 

Contoh 12- 5 

Di bawah ini adalah model regresi linear berganda (populasi). 

Tentukanlah turunan parsialnya dan berikan interpretasi. 

 

(a)  Y = 0 + 1X1 + 2X2 + 3X3 + 

(b)  Y =  20 + 0,5 X1 - 0,1X2 + 0,7X3 + 

Penyelesaian 

(a)  Y = 0 + 1X1 + 2X2 + 3X3 + 


Y  
=   X

1
 1 artinya bila X1 naik satu unit maka Y akan naik 1unit    dan 

Y 

X 
2 

sebaliknya bila X1 turun satu unit maka Y akan turun 1unit, jika 

X2 dan X3 konstan. 

= 2, artinya bila X2 naik satu unit maka Y akan naik 2 unit dan 

sebaliknya bila X2 turun satu unit maka Y akan turun 2 unit, jika 

X1 dan X3 konstan. 

Y  
= 3, 

X 

artinya bila X3 naik satu unit maka Y akan naik   3 unit dan 

3     sebaliknya bila X3 turun satu unit maka Y akan turun 3 unit, jika 

X1 dan X2 konstan. 

(b) Y = 20 + 0,5 X1 - 0,1X2 + 0,7X3 + 

Y  
= 0,5 (positif 0,5) artinya bila  X1 naik satu unit maka Y akan naik 

X1 0,5 unit dan sebaliknya bila X1 turun satu unit maka Y akan 

turun 0,5 unit, jika X2 dan X3 konstan. 

Nata Wirawan 295 



12  Turunan Fungsi Multivariabel dan Aplikasinya Dalam Ekonomi dan Bisnis 
 

Q 

Q 2 

 
 

Y 

X 2 

 
 

Y 

X 3 

 

 
= - 0,2 (minus 2) artinya bila X2 naik satu unit maka Y akan turun 

0,2 unit dan sebaliknya bila X2 turun satu unit maka Y akan naik 

0,2 unit, jika X1  dan X3 konstan. 

 
= 0,7, artinya bila X3 naik satu unit maka Y akan naik 0,7 unit dan 

sebaliknya bila X3 turun satu unit maka Y akan turun 0,7 unit, jika 

X1 dan X2 konstan. 
 

12.3 Aplikasi Turunan Parsial dalam Ekonomi dan Bisnis 
Pada bagian ini akan dibahas aplikasi turunan parsial dalam ekonomi dan 

bisnis yang terbatas yaitu mengenai biaya marginal, permintaan marginal, 

elastisitas permintaan parsial dan elastisitas permintaan silang. 

 
12.3.1 Biaya Marginal (Marginal Cost) 

Bila biaya patungan (bersama) untuk memproduksi dua jenis barang 

dinyatakan oleh 

C = f(Q1, Q2) 

C adalah biaya patungan, Q1 dan Q2 masing-masing menyatakan kuantitas 

barang pertama dan kedua. Maka turunan parsial dari C terhadap Q1 dan 

Q2 disebut biaya marginal, 
C 

Q1 

C 

Q2 

= C adalah  biaya marginal berkenaan dengan Q1 
1 

 

 

 
 

= C adalah  biaya marginal berkenaan dengan Q 
2 

 

Umumnya  biaya  marginal  adalah positif. 

 
 

Contoh 12- 6 

Fungsi biaya patungan untuk memproduksi dua jenis barang dinyatakan 

oleh: 

C = f(Q , Q ) = 5 +  3 Q 
2  

+ Q Q  + 4 Q  
2 

1 2 1 1   2 2 

C = biaya patungan, Q1 = kuantitas barang pertama dan Q2 = kualitas 

barang kedua 

 
Tentukanlah: 

(a) Fungsi  biaya  marginal  berkenaan  dengan Q1. 

(b) Fungsi biaya  marginal berkenaan dengan Q2. 
(c) Biaya marginal berkenaan dengan Q1, pada Q1 = 4 dan Q2 = 5 dan beri- 

kan interpretasi. 
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Q 

Q 2 

Q 1 

Q 

C 

Q 

 
 

(d) Biaya marginal berkenaan dengan Q2, pada Q1 = 10 dan Q2 = 5, dan 

berikan interpretasi. 
 

Penyelesaian 

C = f(Q , Q ) = 5 +  3 Q 
2  

+ Q Q  + 4 Q  
2 

1 2 1 1   2 2 

(a) Fungsi  biaya  marginal  berkenaan  dengan Q1. 

C 
1   

= 6 Q1 +  Q2 

(b) Fungsi biaya  marginal berkenaan dengan Q2 

C = Q1 + 8 Q2 

(c) Biaya marginal berkenaan dengan Q1, pada Q1 = 4 dan Q2 = 5 

C = 6 Q1  + Q2 
= 6 (4) + 5 (pada Q1 = 4  dan Q2 = 5) 
= 29 

 

Interpretasi. C   = 29, artinya bila produksi barang pertama   dinaikkan 
1 

satu unit (dari 4 unit menjadi 5 unit) sementara produksi barang ke dua 

dipertahankan (tetap) sebanyak 5 unit, maka biaya produksi akan ber- 

tambah (meningkat) sebesar 29. 

 
(d) Biaya marginal berkenaan dengan Q2 , pada Q1 = 4 dan Q2 = 5 

Q2        
= Q1 + 8Q2 

= 10 + 8(5) (pada  Q1 = 10  dan Q2 = 5) 
= 50 

 

Interpretasi. C 
2 
= 50, artinya bila produksi barang kedua dinaikkan satu 

unit (dari 5 unit menjadi 6 unit) sementara produksi barang pertama di- 

pertahankan (tetap) sebanyak 10 unit, maka biaya produksi akan ber- 

tambah (meningkat) sebesar 50. 

 
12.3.2 Permintaan  Marginal  (Marginal Demand) 

Apabila fungsi permintaan dua jenis barang (komoditi) yang berhubungan 

dinyatakan sebagai, 

Q1 = f(P1, P2)  dan  Q2 = g(P1, P2) 

Q1 menyatakan kuantitas barang pertama dan Q2 menyatakan kuantitas 

barang kedua yang diminta, P1 dan P2 masing-masing menyatakan harga 

per unit barang pertama dan kedua. Turunan parsial dari Q1 dan Q2 
terhadap  P1 dan P2 berturut - turut disebut permintaan marginal. 

Dari fungsi   Q1 = f(P1, P2) dapat diturunkan 

Q1 
 

P1 
= permintaan  marginal  barang pertama   terhadap  P1 
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1 

2 

 
 

Q1 

P2 
= permintaan marginal barang pertama terhadap P2 

Dari fungsi   Q2 = g(P1, P2)  dapat diturunkan 

Q2 

P2   
= permintaan  marginal barang ke dua  terhadap P2 

Q2 

P1 
= permintaan  marginal barang kedua terhadap P1 

 
Sesuai dengan hukum permintaan, umumnya Q1 akan bertambah   bila 

P1 turun dan  Q2 Q 
akan bertambah bila   P2 

Q1 

turun, dengan demikian   
P dan

  2   
negatif, untuk harga-harga P dan  P yang mempunyai  arti 

P2 
1 2 

ekonomis (P1, P2 
 0) 

■ Sifat Hubungan Kedua  Jenis  Barang 

Untuk  mengetahui  sifat  hubungan  antara  kedua  jenis  barang, dilihat 
Q1 

dari tanda 
P 

dan 
Q2 

P1 

(Drafer dan Klingman, 1967; Weber, 1982; 

Haeussler, et al.,  2011) sebagai berikut: 

Q1 (1) Jika Q2 dan keduanya negatif untuk  (P , P ) tertentu, 
P2 P1 

1 2 

maka sifat hubungan kedua jenis barang dinamakan komplementer. 

Sebab penurunan harga salah satu barang mengakibatkan (kuantitas) 

permintaan kedua jenis barang akan naik. Contohnya hubungan 

antara kendaraan bermotor dengan bahan bakar minyak (premium/ 

pertamax). Hubungan antara kopi dan gula pasir. Dalam bidang 

bangunan misalnya hubunga antara semen dan pasir. 

(2) Jik
a 

Q1 

P2    
dan 

Q2 

P1 
keduanya positif  untuk  (P1, P2) tertentu, 

maka sifat hubungan kedua jenis barang dinamakan kompetitif. 

Sebab penurunan harga salah satu barang mengakibatkan (kuantitas) 

permintaan salah satu barang akan naik dan permintaan barang 

lainnya turun. Contohnya hubungan antara daging sapi dan daging 

ayam, beras dan jagung, tiket pesawat dan tiket bus. 

(3) Jika 
Q1 

P2 
dan 

Q2 

P1    

, mempunyai tanda berlawanan untuk (P1, 

P2) tertentu, maka sifat hubungan kedua jenis barang tersebut, bukan 
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komplementer dan bukan juga kompetitif atau hubungan  yang  

bersifat netral/independen. Perubahan harga salah satu barang tidak 

mempengaruhi (kuantitas) permintaan barang yang lainnya. Contohnya 

hubungan antara ponsel dan beras, tiket pesawat dan sepeda motor, 

daging ayam dan tiket bioskop. 

 
 

Contoh 12- 7 

Fungsi permintaan dua jenis barang yang memiliki hubungan dinyatakan 

sebagai, 

 
Q1 = 20 – 2P1 – P2  dan Q2 = 9 – 3P1 – 5P2 

Q1 menyatakan kuantitas barang pertama, Q2 menyatakan kuantitas barang 

kedua, P1 menyatakan harga per unit barang pertama, P2 menyatakan 

harga  per unit  barang kedua. 

 
Tentukanlah: 

(a) Keempat permintaan  marginalnya dan berikan interpretasi. 

(b) Sifat hubungan  antara  kedua  jenis barang tersebut. 

 
Penyelesaian 

 

(a) Dari Q1 = 20 – 2P1 – P2 didapat, 

Q1 

P1 

 
Q1 

= - 2, artinya bila harga per unit barang pertama naik satu unit maka 

kuantitasnya yang diminta turun 2 unit, bila harga per unit barang 
kedua tetap. 

P2  
= -1, artinya bila harga per unit barang kedua naik satu unit 

maka kuantitas barang pertama yang diminta turun 1 unit, bila 

harga per unit barang pertama tetap. 

 
Dari Q2 = 9 – 3P1 – 5P2, didapat 

Q2 

P1 

 
Q2 

P2 

 

=  - 3, artinya bila harga per unit barang pertama naik satu unit maka 

kuantitas barang kedua yang diminta turun 3 unit, bila harga per 

unit barang kedua tetap 

= - 5  artinya bila harga per unit barang kedua naik satu unit maka 

kuantitasnya yang diminta turun 5 unit, bila harga per unit barang 

pertama tetap 

Q1 

(b) Oleh karena   P2 

Q2 
= -1 <  0  dan  P1 

 
= - 3 < 0, maka sifat hubungan 

kedua   barang   adalah komplementer. 
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P 

 
 

Contoh 12-8 

Fungsi permintaan dua jenis barang yaitu barang pertama dan kedua yang 

berhubungan dinyatakan oleh 

 
Q1 = f(P1, P2) =15 - 2P1 + P2 dan  Q2 = g(P1, P2) = 16 + 3P1    - P2 

Q1 dan Q2 masing-masing menyatakan kuantitas barang pertama dan 

kedua, P1 dan P2 masing-masing menyatakan harga per unit barang 

pertama dan kedua. 

 
Tentukanlah 

(a) Keempat permintaan marginalnya. 

(b) Sifat hubungan  kedua  jenis barang. 

 
Penyelesaian 

(a) Keempat permintaan marginalnya. 

 
Dari fungsi Q1 = f(P1, P2) = 15  - 2P1 + P2 didapat 

Q1 

P1 

= - 2 
Q1   = 1 

2 

Dari fungsi Q2 = g(P1, P2) = 16  + 3P1  - P2 didapat 

Q2 
P2   =  - 1 

 
 

 
Q1 

Q2 

P1   =   3 

 
 

 
Q2 

 

(b) Oleh karena   P2     = 1 > 0 dan   P1     
=  3 > 0, maka  sifat   hubungan 

kedua barang tersebut (barang pertama dan kedua) adalah  kompeti-  

tif. 

 
12.3.3 Elastisitas Parsial 

Dalam Bab 9, telah dipelajari elastisitas dari fungsi univariabel y = f(x), 

antara lain elastisitas permintaan dan penawaran terhadap harga. Pada 

bagian ini akan dibahas elastisitas fungsi multivariabel, yang secara umum 

disebut elastisitas parsial. Ada tiga elastisitas yang penting akan dibahas 

dalam bagian ini yaitu: (1) elastisitas permintaan terhadap harga, yaitu 

elastisitas yang mengukur kepekaan perubahan permintaan suatu barang 

akibat pengaruh perubahan harga barang itu sendiri, (2) elastisitas permintaan 

terhadap pendapatan, yaitu elastisitas yang mengukur perubahan permintaan 

suatu barang akibat pengaruh perubahan pendapatan konsumen, dan (3) 

elastisitas silang-permintaan, yaitu elastisitas yang mengukur kepekaan 

perubahan permintaan suatu barang akibat pengaruh perubahan harga 

barang yang lain. 

Jika fungsi permintaan terhadap suatu barang dinyatakan dalam bentuk 

fungsi multivariabel/multivariat, 
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P2 

 
 
 

(12.1) 

 
 

Q1 menyatakan kuantitas barang pertama yang diminta , P1 menyatakan 

harga per unit barang pertama, P2 menyatakan harga per unit barang yang 

kedua (barang yang lain), yaitu barang yang penggunaannya berhubungan 

dengan barang pertama, dan Y menyatakan penghasilan atau pendapatan 

konsumen. 

Maka ketiga elastisitas yang berupa respon variabel terikat terhadap 

perubahan variabel bebasnya (harga barang itu sendiri, harga barang 

lainnya dan pendapatan konsumen) secara berurutan dapat dirumuskan 

sebagai berikut: 
 

■ Elastisitas Permintaan (Elastisitas permintaan terhadap harga) 

 
 

(12.2) 
 

 
■ Elastisitas Pendapatan (Elastisitas perminaan terhadap pendapatan) 

 
 

(12.3) 
 

 
■ Elastisitas Silang 

 
 

(12.4) 
 
 

 
■ Sifat Hubungan Kedua Jenis Barang 

Untuk dapat mengetahui sifat hubungan kedua jenis barang, dapat dilihat 

dari nilai elastisitas silangnya, dan pemintaan marginal terhadap harga 

barang yang ditinjau sebagai berikut. 

(1) Bila nilai 

Q1 
dan   P2 

 
negatif, maka sifat hubungan kedua barang 

saling melengkapi/komplementer. 

(2) Bila   nilai  dan   
Q1 

kompetitif/substitutif. 

Q1 

 
positif, maka sifat hubungan kedua barang 

(3) Bila   P2    
= 0, maka kedua jenis barang tidak ada hubungan   atau 

bersifat independen/netral. 
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Q1 = f(P1, P2, Y) 


d1 

Q P 

= 1 .  1 

P  Q 1 1 


y 

Q Y 
= 1 . 
Y  Q 1 

  
Q1 . 

P2 

P2    Q1 
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P Q 

 
 

Contoh 12-9 

Permintaan terhadap daging ayam ditunjukkan oleh fungsi berikut: 

 
Q1 =  2.500 – 5P1 + 3P2 + 0,2Y 

Q1 = kuantitas daging ayam yang diminta, P1 = harga per kg daging ayam, 

P2 = harga per kg daging sapi, dan Y = pendapatan/penghasilan konsumen. 

Pada Y = 7000, P1= 100 dan P2 = 200. 

Hitunglah: 

(a) Elastisitas permintaannya dan berikan interpretasi. 

(b) Elastisitas pendapatannya dan berikan interpretasi. 

(c) Ealastisitas silangnya, berikan interpretasi. 

(d) Tentukanlah sifat hubungan  daging ayam dan daging sapi. 

 
Penyelesaian 

(a) Elastisitas permintaannya 

Dihitung terlebih dahulu Q1 pada Y = 7.000, P1 = 100 dan P2 = 200 seba- 

gai berikut: 

 

Q1  =   2.500 – 5P1 + 3P2 + 0,2Y 

Q1  =   2.500 – 5(100) + 3(200) + 0,2(7.000) 
=   2.500 – 500 + 600 + 1400 

=   4.000 

 
Selanjutnya dari fungsi permintaannya dicari turunan parsial Q1 terhadap 

P1, sebagai berikut. 

Q1 

P1 

 
= -5 

Selanjutnya per rumus (12.2) dihitung elastisitas permintaannya dan di- 

dapat, 

    =  
Q1 . 

P1 
d1 

1 1 

100 
= (-5) . = - 0,125 

4.000 
 

Interpretasi :    = - 0,125 artinya bila harga per kg daging ayam naik 1%, 
d1 

maka kuantitas daging ayam yang diminta oleh konsumen turun 0,125%, 

apabila (dengan asumsi) harga per kg daging sapi (P2) dan pendapatan 

konsumen (Y) tetap 

 
(b) Elastisitas pendapatan 

Y = 7.000, dan dari jawaban butir (a) telah didapat Q1 = 4.000. 

Selanjutnya dari fungsi permintaannya dicari turunan parsial Q1 terhadap 

Y, sebagai berikut. 
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Q1 =  2.500 – 5P1 + 3P2 + 0,2Y 

Q1 

Y  = 0,2 

Per rumus (12.3) elastisitas pendapatan dapat dihitung, dan didapat, 

y = Q1 . 
Y 

  

Y   Q1 

 

y =  0,2 ( 7000 ) 
4000 

= 0,35 
 

Interpretasi:  y = 0,35, memiliki arti bahwa bila pendapatan  konsumen 

naik 1%, maka jumlah daging sapi yang diminta naik 0,35%, apabila 

(dengan asumsi) harga per kg  daging ayam (P1)  dan harga per kg da- 

ging sapi (P2) tetap. 

(c) Elastisitas silang 

P2 = 200, dan dari jawaban butir (a) telah didapat Q1 = 4.000 

Selanjutnya dari fungsi permintaannya dicari turunan parsial Q1 terhadap 

P2, sebagai berikut. 

Q1 =  2.500 – 5P1 + 3P2 + 0,2Y 

Q1  = 3 
P2 

 

Per rumus (12.4) elastis silangnya dapat dihitung, dan didapat, 

  
Q1 . 

P2 
  

 P2    Q1 

= 3( 200  ) 
4000 

 

= 1,5 

 
Interpretasi:  = 1,5, memiliki arti bahwa bila harga per kg daging sapi 
naik 1%, maka kuantitas daging ayam yang diminta naik 1,5%,  apabila 

harga per kg daging ayam dan penghasilan konsumen tetap. 

 
(d) Sifat hubungan kedua jenis barang 

Oleh karena 

Q1 
= 1,5 > 0, dan P2 

 
= 3 > 0, maka sifat hubungan da- 

ging ayam dan daging sapi adalah kompetitif/substitutif. 
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   Soal-soal Latihan  

 
 

12 - 1 Carilah  zx, zy, zxx, zyy, zxy dan zyx  fungsi- fungsi  di bawah  ini : 

(a)  z = 2x2 + 3xy + 5y2 

(b)  z = x2 + 2xy + y2 + 8 

(c)  z = x3 + 5xy - y2 

(d)   z = 3x2 + x2y – 5y2 

 
12 - 2 Carilah turunan parsial pertama dan turunan parsial kedua dari fungsi- 

fungsi di bawah ini: 
 

(a)  z = f(x, y) = 3x2  - 2y2 - 4xy2 

(b)  u  = f(x, y, z) = 3z2 + 2xyz + 3xy2 + y4 

(c)  u = f(x, y, z ) = x2 – 3xy –3xz + 2y3 

12- 3 Fungsi biaya patungan untuk memproduksi barang A dan B adalah : 

C = f( QA, QB) = 10 + 3QA
2 + QAQB + 7QB

2 

C = biaya patungan, QA = kuantitas barang A, QB = kuantitas barang B. 

(a) Tentukanlah  biaya  marginal terhadap QA dan terhadap QB. 
(b) Pada QA = 2, dan QB = 5, tentukanlah kedua biaya marginalnya, 

dan berikan interpretasi. 

 
12- 4 Fungsi permintaan dari dua jenis barang yaitu barang X dan Y yang 

memiliki hubungan dinyatakan oleh pasangan fungsi-fungsi   berikut: 

(a) Qx = 15 – 2Px + Py 
dan Qy = 16 + Px - Py 

(b) Qx = 5 - 2Px + Py 
dan Qy = 8 - 2Px - 3 Py 

(c)  Qx = 30 – 3Px -2Py 
dan y =18 - Px - Py 

Qx dan Qy masing-masing menyatakan kuantitas barang X dan barang 
Y. Px dan Py masing-masing menyatakan harga per unit barang X 
barang Y. 

Tentukanlah: 

(1) Keempat permintaan marginal bagi fungsi-fungsi permintaan di 

atas dan berikan interpretasi. 

(2) Sifat hubungan  antara  barang X dan Y . 

 
12-5 Fungsi permintaan terhadap sejenis barang ditentukan oleh 

persamaan 

 
Qd = 700 – 2Pd  + 0,1Y 

Qd menyatakan kuantitas barang yang diminta, Pd harga per unit 

barang dan Y pendapatan konsumen. Pada Pd =  75, dan Y = 500. 
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(a) Hitunglah elastisitas permintaannya dan berikan interpretasi. 

(b) Hitunglah elastisitas pendapatannya dan berikan interpretasi 

 
12-6 Permintaan akan suatu barang ditunjukkan oleh fungsi permintaan 

berikut: 

 
Q1 =  4500 – 2P1 +  2,5 P2  + 0,2Y 

Q1 = kuatitas barang pertama yang diminta, P1= harga per unit barang 

pertama, P2 = harga per unit barang kedua dan Y = pendapatan 

konsumen. Pada Y = 2.500, P1= 50 dan P2= 2500, 

(a) Hitunglah elastisitas permintaannya dan berikan interpretasi. 

(b) Hitunglah elastisitas pendapatannya dan berikan interpretasi. 

(c) Hitunglah elastisitas silangnya dan berikan interpretasi. 

(d) Tentukan sifat hubungan barang pertama dan kedua (kompetitif/ 

substitutif atau komplementer). 
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 ABJAD YUNANI  

 

Huruf Kecil 
 

Huruf Besar 
 

Nama 

  Alpha 

  Beta 

  Gamma 

  Delta 

  Epsilon 

  Zeta 

  Eta 

  Theta 

  Iota 

  Kappa 

  Lambda 

  Mu 

  Nu 

  Xi 

  Omicron 

  Pi 

 P Rho 

  Sigma 

  Tau 

  Upsilon 

  Phi 

 X Chi 

  Psi 

  Omega 



 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
 

Sesungguhnya pengetahuan itu luas tanpa batas, tak bertepi, 

tak berujung dan tak terukur. 

Kemampuan dan pengetahuan kita sangatlah terbatas, 

bak sebutir debu dalam padang pasir nan luas. 

 

(Nata Wirawan, 2001) 

 

 

p 
 

 
Sesungguhnya apa pun itu, materi, pengetahuan 

atau ilmu yang berlebihan 

merupakan pupuk perangsang bagi pertumbuhan 

kesombongan, kecongkakan dan keegoisan. 

 

(Nata Wirawan, 2010) 



 

 


